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L3I NOI DAU

Pai s6 dai cuong 12 mot trong nhilng mén hoc ddu tién vé todn
hoc triru tugng trong chuong trinh diao tao cia cic truong Dai hoc
Khoa hoc Ty nhién, Pai hoc Su pham — Cao ddng Sw pham. N6 1am co
s& cho viéc hoc tap ti€p nhitng mon hoc khic clia chuong trinh

"Cir nhan ciing nhu chuong trinh Cao hoc. O day ngudi doc lin ddu
chuyén tir tir duy "todn so cap" sang tu duy "tritru tugng” vé dai s6.
Diéu dé gay khang it khé khan cho ngudi doc. Thuc t€ cho thdy, dé
hinh thanh kiéu tr duy méi ndy, ching ta cin cé su hd trg rit 16n cla
mot hé théng bai tap. Ngoai mot s6 bai todn cd tinh chat dp dung truc
ti€p 1y thuyét vao cdc doi tugng cu thé, con ¢6 nhiing bai todn 12 sy tim
hiéu sau néi dung mon hoc, ddi hoi ching ta khong chi c¢6 k¥ nang ma
con phai c6 phuong phép, théi quen tu duy mdi, cé sdng tao.

Céc gido trinh vé€ Dai s8 dai cuong ¢6 kha nhiéu, méi cuén thudng
cé mot he thong bai tap k&m theo, phit hgp véi cic van dé vé 1y thuyét
da trinh bay. Nhiéu bai tap trong cuén sach nay dugc tuyén chon tir mét
s0 gido trinh nhu: "Pai s8" cha G. Birkhoff va S. MacLane, "Dai s6" clia
S. Lang, "Dai s8" cua T. W. Hungerford, "Dai s8 véi tng dung hién
dai" cha W. J. Gilbert va W. K. Nichonson, “Bai giang vé dai s6 dai
cuong” cua A. G. Curos, "Dai s6 dai cuong” cia Hoang Xuén Sinh,
"Bai tap dai s6" cla Trdn Van Hao va Hoang Ky, "Bai t4p dai s¢" cla
Bui Huy Hién... Cic bii todn nay duge sap xép va c6 10i giai phi hop
vai cuén gido trinh "Dai s dai cwong" cia Nguyén Ti€n Quang.
Chiing toi xin chan thanh cam on cic tic gia da din trong sich.

Cuén sach duoc chia 1am hai phan: Phan thif nhat trinh bay t6m tat
1y thuyét va hé thdng bai todn theo sdu chuong. Cic bai todn dugc
danh s6 theo timg muc trong méi chuong. Phan thit hai trinh bay 18
giai cho moét s6 bai khé, hoac hudng dan, hoac trd 10i cho mét s6 bai
don gian hon.

Mitc do khé & cdc bai todn 12 khdc nhau, phit hgp véi nhiéu loai
dé6i tugng. Tuy nhién, su da dang clia cdc bai todn 1a cé ich cho ngudi
doc. Chiing ta s& ndm vimg duoc 1y thuy&t va hiéu sau n6i dung mén
hoc chi sau khi doc 18p 1am viéc v4i mot s6 lugng 16n cic bai tap nady.



Ban doc phai tv minh hoan thién cic ky nang cling nhir phat trién
wr duy qua viéc gidi cdc bai t4p ndy va cd thé d6i chi€u [di giai cia
minh véi 151 giai hodc ddp s6 & phén hai clia cubn sach. _

Mot s6 10i giai duge trinh bay cé dong, ban doc nén lam r6 hon,
chi tiét hon cho nhitmg 101 gidi ndy, cling nhar nén tu minh thuc hanh
mot cich sdng tao bang cich dua ra nhitng cich 14p luan méi.

Nhimg bai todn cha cuén sich da duge tuyén chon qua thuc t€
giang day cia tdc gia ciing nhu clia nhiéu ban dong nghiép. Nhicu 1oi
giai thd vi di dugc dé xudt tir cdc ban sinh vién cua ching toi. Ching
t6i hy vong day 1a mot tai liéu c6 ich vé dai s6 cho sinh vién khong chi
& he Pai hoc ma ca & hé Cao dang Su pham.

Cudn sich khong thé tranh khoi nhitmg thi€u sét. Ching t6i mong
nhén dugce sy gép y cua ban doc.

Thu gép ¥ xin giti vé Céng ty C8 phan Sich Dai hoc — Day nghé,
25 Han Thuyén, Ha Noi.

CAC TAC GIA
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Phan thi nhat

TOM TAT LY THUYET
VA CAC BAI TOAN



Chuong 1

CO SO

1. Tap hgp

Khai niém tap hop 13 mét trong nhimg khai niém co ban nhit cta
toan hoc. Cac déi tuong ciha mot tap hop da cho nao dé dude goi la
cac phan ti clia tap hop dé. Dé ky hiéu phéan tit a thudc tap hop A ta
viét a € A; con néu phan t a khong thupc tap hop A ta viét a ¢ A.

Mot tap hgp thudng dude cho bdi mét tinh chit ndo dé, xac dinh
cdc phan ti cta tap hogp d6. Ching han, néu p(z) 1a tinh chat dac
trung cho céc phan tit x € A thi ta viét

A={z|p(z)}
va hiéu A 13 tap hop bao gdm tit cd céc phan ti z cb tinh chat p(z).

Tap hop khéng chita phan tit nao dude goi la tdp réng, va ky hiéu
bdi @. Vi du, tap hop cac nghiém thiuc cia phuong trinh 22 +1 =0 1a
tap hop rong.

Tap hop B dudc goi 1a tdp con cia tap hop A néu moi phan tir
thudc B déu thusc A, va ky hiéu bsi B C A hay A O B. Nhu vay

(BCA)e(zeB=zecA).

Khi dé. ta cing néi ring B chita trong A hay A chiza B hay B bao
ham trong A. Hai tap hgp A, B dugc goi la bang nhau néu va chi néu
ching ¢6 ciing cac phan tir. RS rang

A=B&s ACcBvaBCA.

Néu A C B va A # B thi A dudc goi 1a tap con tfm,{c su cna B.



Trén cac tdp hgp ta thudng xét mot s& phép toén sau:
Giao cia hai tap hgp A vh B, ky hiéu bdi AN B, la tap hgp gom
tAt ca céc phan tif thude cid A lan B,

ANB={z|z€ Avaz € B}.

Khi AN B = 0 ta néi réng A vd B khong gico nhau, hay 791 nhau.
Hgp cna hai tap hop A va B, ky hiéu AU B, 1a tap hop gom tat
ca cac phan tif thudc it nhit mét trong cac tap hop A, B,
AUB = {z | z € Ahosc z € B}.

Hiéu cha hai tap hgp A va B, ky hiéu A\ B, la tap hgp gdm tat
ca cac phan ti thudc A ma khéng thude B,

A\B={z|ze Avazx ¢ B}

Trong trudng hop A la tap con clia mot tdp hop M thi hieu M \ A
duge goi 14 phan bii cia A trong M va ky hiéu bdi Cy A, hay A néu
nhu ta biét 10 A 1a tip con cha tap hgp nao.
Cac phép toan tap hop lién hé véi nhau bdi mét sé hé thie co ban:
_ 1. Gia sit A, B 1a nhitng tap hop con tuy y cua tép hop M. Khi d6
cic dieu sau 1a tuong duong:

a) ACB d)Bc A
b)ANB=A e)ANB =0
c)AUB=B fIM=AuUB.

2. Gid st A, B,C, M la nhitng tap hgp tuy y. Khi do:
a) AUB=BUA; ANB=BNA (ludt giao hodn).
b) AnN{BNCYy=(ANB)NC;
AU(BUC)=(AUB)UC (lugt két hop).
) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC);
AU(BNCY=(AUBYN(AUC) (lugt phan phdi).
d)Cong thic Do Moocging
M\ (AUB)=(M\A)N(M\B);
M\ (ANB) = (M\ AU M\ B).
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2. Anh xa

Cho X va Y 12 nhimg tap hogp. Mot danh za (hay mot ham) f tit
X t6i Y 13 mot quy tic dat tuong itng mbéi phan tir z € X v mot
phan tit duy nhét xic dinh y € Y ky hiéu bdi y = f(r). Mot anh xa
thuong dugc viét

f: XY
zr—y = f(z)

Tap X dudc goi 1a tdp nguén hay mién zdc dinh, tap Y duge goi la
tdap dich hay mién gid tri ciia 4nh xa f. Phdn t& y = f(z) goi 1a dnh
cua z, con = goi l1a tao dnh caa y.

Hai 4nh xa f,g: X — Y dugc goi 14 bang nhau néu f(z) = g(z)
véi moi x € X.

Cho anh xa f : X — Y. Khi dé véi moi tap con A cua X, véi moi
tap con B cua Y, cac tap hop

f(A) = {f(a) | a € A}
J7H(BY={ze X | f(z) € B}
theo thit ty duge goi 1a dnh cia A qua f, tao dnh toan phdan cha B

qua f. Dac biét, anh f(X) cia X qua f dugc goi la dnh cia f va ky
higu bdi Imf, f(X)-= Imf.

Anh xa f: X — Y dugé goi 1a mot don dnh néu
r#1 = f(z) # f(a')

v8i moi z,z' € X. Ta con néi f 1a anh xa 1-1 tu X vao Y. Anh xa
f X — Y duge goi la mét todn dnh néu vdi mdi y thude Y déu tén
tai 2 thudéc X sao cho f(z) = y. Ta ciing ndi ring f 13 mét anh xa tit
X lén Y. Anh xa f: X — Y dugdc goi 1a mot song dnh néu né dong
thai 1a don anh va toan anh. Khi dé ta con ndéi f 1a mot 4nh xa 1-1
lén. Hién nhién f la song anh khi va chi khi véi méi y € Y tdn tai duy
nhat z € X sao cho f(z) = .

Hgp thanh (hay fich) cia cac dnhxa f: X Y vag: Y > Z I
anh xa h : X — Z bién z thanh g(f(z)), ky hiéu bdi g o f, hoic don
gian la gf. Nhu vay _

(90 f)(2) = glf (z)], Yz € X.

11



Phép hgp thanh ¢6 tinh két hop, nghia 1a dbi véi cdc anh xa
f:X—>Y g Y —>Zvah: 2 -Wthiho(gof)=(hog)of.
Mot tinh chat don gidn. dang cha ¥ ctia &nh xa 1a; v8i moi anh xa
f: X —>Y thi

foidy =idyo f = f,
trong d6 id4 la dnh xa dong nhat clia tap A lén chinh né.

Chocacanhxa f: X =Y vig:Y — X. Khid6 néu go f =idy
thi g duge goi 1a anh xa nguge trdi cia f, con f la anh xa ngudc phai
cua g. Ngoai ra, néu con ¢6 f o g = idy thi ta néi g 1a nguoc déi véi
f, vd mot cach déi xitng, f 1a nguge déi véi g.

Mot anh xa ¢6 nguge trai khi va chi khi n6 1a don anh, v mét 4nh
xa ¢6 nguge phai khi va chi khi né 14 toan 4nh. Mot 4nh xa 14 song
anh khi va chi khi n6é ¢6 4nh xa nguae.

3. Quan hé hai ngbi

Tich Dé-cdc (Descartes) cia hai tap hgp A, B da cho. ky hiéu bdi
A x B, 1a tap hop tit ca cac cip (a,b) véia € A,be B :

Ax B ={{a,b)la € A be B}.

Mét quan hé hai ngoi R gitta cac tap hop X va Y 1a mot tap hop
tuy ¥ cac cap sip thit tu (z.y), véiz € X,y € Y.

Néu (z,y) € R ta néi ring T nam trong quan hé R vdi y va viét
IRy. Néu (z,y) khong thude tap hop dé ta noi ring x khang c6 quan
hé véi y va viét 2Ry,

A N6i cach khae, mot quan hé hai ngdi gitta cac tdp X, Y la mot tap
con cia tich Dé-cdc X x Y. Néu R 14 mot quan hé gita X va Y thi
véi 1 € X,y € Y ta ludn cé hoac xRy hodc zRy. _

Trong truang hgp X = Y ta néi quan hé hai ngéi gita X va Y la
quan hé trén X.

Quan hé hai ngdi R trén tap S dudc goi 1a mat quan hé tuong
duong néu n6é thoa man cac tinh chit sau:

(i) aRa (tinh phan xa);

(i1) Néu af’b thi bRa (tinh déi xing);
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(iii) Néu aRb va bRe thi aRe (tinh bic cau)
vol moi a,b,c € S.

Néu R 1a modt quan hé tuong duong trén tap hop S va a € S thi
tap hop tit ca cic phan tif cia S ¢6 quan hé véi phan tlt a dudc goi
la ldp tuong duong cia a, ky hiéu bdi @ hodc C,,

a={z € X | aRz}.

Khi dé S 1a hop rdi rac cita tit ca cac 18p tuong duong phan biét.
Mot phan hoach cua tap hdp S 1la mot tap hop cac tap con Si, k € 1
cua S co6 hai tinh chét sau:
(1) S;NS; =0 véii#j,
(i1) LIJS,,- = S.

Nhu vay, mdi quan hé tuong duong R trén tap S xéc dinh mot phan
hoach trén tap S va ngugc lai. Mot phan hoach trén tap S con duge
goi la mot su chia ldp clha S. Tap hop cic tap con S) trong su chia
16p cia S duge goi la tdp thuong cia S theo quan hé tuong duong R
va ky hidu bai S/9R.

Quan hé hai ngoi R trén tap hop S dude goi la thi tw by phan hay
goi ngan gon 1a thi fu cta tap hop niy néu né thod man cac diéun kién
sau dbi v6i moi a.b.c € S :

(i) aRa (phan xa),

(i1) aRb va bRa kéo theo a = b (phan xing).

(iii) aRb va bRc kéo theo aRe (bic cau).

Quan hé thui tit bo phan nhu thé thudng duge ky hiéu boi <. Mot
tap hop duge sdp thi tu 1a mot cdp (S, <), trong d6 < la mét thit tu
trén S.

Mot tap hgp S cing véi mot quan hé thi tu bé phan cho trén né
duge goi la tap sdp thit tu tuyén tinh, hay sdp thi ty toan phan. hay
thudng duge goi la mét day chuyén, néu déi véi hai phan ti bat ky
a.b € S hodc a < b hosic b < a. Khi d6 ta ciing néi ring hai phan ti
bat ky clia S 1a so sanh dudc.

Tap sip thit tu S dude goi 1a tap sdp thi tu t6t néu moi tap con
A khéc réng ctia né déu c¢d phan tit bé nhdt, nghia I3 ton tai phan tif
a € Asaochoa <z véize A

Phan tit u cta tap sap thit tu bd phan (S, <) duge goi la t6i ticu
néu khéng ton tai phan tif £ € S sao cho z < w. Phan tit v duge goi 1a
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t6i dai néu khong tén tai phan tit z € S sao cho z > v. (Ta néi ring
r < u ¢6 nghia 1 z < u nhung z # u va tuong ty cho = > v).
Bo dé Zorn: Cho S la mét tdp hop sdp thi tu b6 phan. Néu mor
ddy chuyén ciia S ¢6 can trén trong S thi S c6 phdn ti téi das.
Gi& st S 1a tap con cla tap hop sép thi ty bo phan P. Ta goi
1) @ € P la can dudi (tuong ing, cdn trén) cha tap hgp S néu
a < z (tuong tng, néu z < a) v6i moi z € S.
2) b€ P la can dudi ding (tuong tng, can trén-ding) cia tap hop
S néu: ‘
(i) b 1a can dudi (tuong \ng, can trén) cua S,
(il) a < b (tuong ing b < a ) v8i moi can dudi (tuwong dng, cén
trén) a cta S. -
Can dudi ding va can trén diing ctia S dugce ky hiéu lan lugt bdi inf S,
supS. Mat tap con bat ky cta tap hop sip thit t¢t bo phan c¢é khong
qua mot can trén diing va mot can dudi dang.

4. S6 nguyén

Trudc hét, tap hop cac sb ty nhién N thod man hai tién dé sau:
Tien dé vé tinh sdp thi tu tét: Méi tap con khde réng S cia N déu
6 phan td nhdé nhdt, nghia la ton tai m € S sao cho m < ¢ v moi
ceS.

Tiéen dé quy nap: Néu tap con khdc réng A cia N thod man hai diéu
kién:

(1) 0 € A,

(iiy)me Avdimoid<m<n=né€A,
thi A=N,

Hai tién dé néu trén la tuong duong véi nhau, nghia 13 ta cé thé chimg
minh mot trong hai tién dé trén tit tién dé con lai.

Sé nguyén a dugc goi 1& chia hét cho sb nguyén b néu a = bg véi
mot sé nguyen ¢ nao d6. Khi dé6 ta néi a 1a bdi cia b va ky higua @ b,
Ta cling n6i b chia hét a hay b 1a wdc cla a va ky hiéu b | a.

Cdc vdc cia 1 (con goi 13 udc cita don vi) trong Z gom c6 1.

14



Dinh 1¢ vé& phép chia vdi du: Cho hai s6 nguyén a va b,b # 0. Khi
dé ton tai duy nhét cap soé nguyén q,r sao cho

a=bg+r 0<71 <.

S6 nguyén d duge goi 1a wdc chung cia cac sd nguyén a,, as, ..., ay,
néu né la ude clia méi s6 do. Ubc chung d cha cac sb NEUYEn a1, @z, ...\ an
dugce goi 1a wdc chung I6n nhat (Vlet tdt 12 UCLN) néu d 1a bai cia
mol udc chung cua ay, as, ..., dy.

Hai udc chung 16n nhat cia cac sb ag,a,,...,a, phai chia hét lin
nhau, do dé chiing chi khac nhau bdi dau. Trong hai s6 +d cung 13
uéc chung cla cac sé a,, as, ..., a, sO dudng thudng duge ky hiéu 1a

UCLN (a,.ay,...,a,) hodc (a;,aq,...,a,).

Dinh ly vé su ton tai cla udc chuing lén nhat: Udc chung ldn nhait
d cia n sé nguyén (n > 1) khéng ciing bang 0 luén ton tai. Hon nita,
d la mét t6 hop tuyén tinh nguyén cia cdc sé nguyén nay.

Cac sb ay, ay, ..., a, duge goi la nguyén té cung nhau néu udc chung
16n nhat cia chiing bang 1. Cac sb nguyén a,, as. ..., a, nguyén t6 ciing
nhau khi va chi khi tdn tai céc sb nguyén z,,zs, ..., T, sao cho

1= 1xa; + 2202+ ... + zpan.
Mot s6 tinh chét thudng gap cla uwdc chung 16n nhét:
1. Néu k 1a mo6t s6 nguyén duong thi

(alk, aszk, ..., flnk) = (01, as, ..., an)k-
a b
2 (ab)=de (5,5) =1
(a,b) il
3. Néu a v b 13 hai s6 nguyén t6 ching nhau va b 13 w8c cia ac thi
b 1a uéc cua c.

4. Néu hai s6 a va b nguyén t6 cling nhau thi
(ac,b) = (¢, b),

v8i moi ¢ € Z.

Dé tim UCLN cta hai s6 ty nhién a va b ta ¢6 thuat toan Oclit,
thuat toan dé duge tién hanh nhu sau:
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- Néu a = bg thi (a,b) = b.
- Néu o khdng chia hét cho b thyc hién lién tiép cac phép chia véi
du ta duge
a = bgy + 1y, O<ri<b

b=7‘1(]1+”'2‘ 0<r, <

Tn-2 = Tn—14n-1 + Tn, 0< Th < Tn-1
Tn-1 = Tnn,
Day phép chia nay phai l1a hitu han, véi phép chia cudi ciing 1A mot
phép chia hét. T dé ta duge

(a,0) =(br1) =+ = (Tn1,7n) = T,

nghia 12 UCLN ctia a, b bang s6 du cudi cung r,, trong thuat toan néi
trén.

Viéc tim UCLN ctia n 86 (n > 2) s& dugc tinh theo cong thie truy
hoi: -

(a1, 82, ...,a,) = ((@1,82, -y @Gn-1), Qn).

S6 nguyén m dude goi 1a bdi chung clia céc sb nguyén khac khong
ay, @y, ....an(n > 2) néu né chia hét cho mdi sb nguyén dé. Bsi chung
m cta cac sb nguyén a4, as, ..., a, dude goi 1a béi chung nhé nhat cia
cac 56 nay (viét tat 1a BCNN) néu né la uéc cla moi bdi chung cia
ay, 4. ... 4n. Néu m va m’ 1a nhitng BCNN cia céac sb a,, a,. ..., a, thi
m = +£m'. Trong trudng hop m > 0 ta ky higu

m = BCNN(ay, as, ..., ax). hodic m = [a;, ay, ..., ay]

vh quy udc goi né ta BCNN cua ay,ay, ..., a,.

Dinh 1y vé sy tdn tai ctia bdi chung nhé nhat: Ton tai boi chung
nhé nhat cia n sé6 nguyén khdc khong a,, as. ..., a, (n > 1).

Giwa ude chung 16n nhat va boi chung nhé nhat cia hai s6 nguyén
a. b ¢6 mbi quan hé sau:

|ab|
a, bl = :
[a, b] (a.b)

Boi chung nhé nhit clia n sé (n > 2) duge tinh theo cong thice

[aI) @y, ..., a'n] = Hala asz, --san~l]san]‘
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Trong nhiéu trudng hgp, BCNN cia nhiéu sé con duge xéac dinh
nhd tinh chéit

m m m
lmz[alsa2a“'5an]¢> Ty T oy rey T =1
@y @ an

Sé tu nhién 16n hon 1 khéng c6 uéc duong nao khéc ngodi 1 va
chinh né duge goi 1a 56 nguyén té.

Ching ta chi ra mét sb tinh chat co ban thudng gip cia cac sb
nguyén tb. -

1. Cho p 13 s6 nguyén té. Khi dé vdi moi s& nguyén a thi hoic a
chia hét cho p hodc a nguyén td cing nhau véi p.

2. Néu s6 nguyén té p chia hét tich ab clia hai sb tu nhién thi hodc
p chia hét a ho#c p chia hét b.

3. Néu sb nguyén t6 p chia hét tich n s6 thi né phai chia hét it
nhit mot trong cac thita sb dé.

Dinh 1y cd ban clia sé hoc: Méi sb ty nhién lon hon 1 déu phan
tich dugc thanh tich nhitng thita s6 nguyén té va su phan tich dé la
duy nhat, khong ké dén thit tu cia cdc thita 6.

Su phan tich
a= p?lpgz...p;:k,

trong doé py, pa. ..., px 12 nhitng sb nguyén té khac nhau va oy, o, ..., g
1a nhitng s nguyén dudng, dude goi la su phan tich tiéu chudn cia a.

Bai tap
1. Tap hop

1.1. Chimg t6 ring t m&i mot trong cac hé thic:
ScT,SNT=S5SuT=T

cha cac tap hop S va T ¢é thé suy ra duge cac hé thic con lai.

2-HO...DAI CUONG-A 17



1.2.

1.3.

1.4.

1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
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Ky higu P(X) la tap hop tht cd cac tap con cta tap hgp X.
Hay biéu dién cac tap hop:

P(P({1})) va P(P(P({1})))-

Gia sit A, B 1a nhiing tap hop con tuy y cia tap hgp M. Khi dé
cac didu sau 13 tuong duong:

a)ACB dBCA
b)ANB=A e) ANB =0
c)AUB=B fiM=AUB.

Gia sit A, B,C, M 1a nhimg tap hgp tuy y. Chitng minh réng;
a) AUB=BUA, ANB=BnNA (ludt gico hodn).
b) AN(BNC)=(ANB)NC,
AU(BUC)=(AuB)UC (ludt két hap).
¢) AN(BUC)=(ANBYU(ANC);
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (luat phan phdi).
d) Cong thitc Do Moocgdng
M\ (AUB)=(M\ A)N(M\ B);
M\(ANB)=(M\AU(M\B).

Chitng minh rdng néu A C B thi AUC ¢ BUC va ANC C BNC.
Ching minh rng néu X C Y thi P(X) C P(Y).
Ching minh r3ng A\ (A \ B) = B khi va chi khi B C A.

Gia st (A;)ies 1a modt ho nhiing tap con cua tap hgp X, B la
mdt tAp hgp tuy y. Ching minh:
a) |JA: D A; v6imoi 5 € [
il
b) nA‘ C Aj véi mOl_] S I;
iel
c) BN(UA) =U(BNA);

ief et

d) BU(NA) = N(BUA,);
i€l icl

e) CX(LéJIAi) = DICX(A,-);

) CX(QA;‘) = _GUIC'X(A{).

2-HD...DAI CUONG-B



1.9.

1.10.

1.11.

2.1.

2.2,

2.3.

2.4,

Cho E 1A mét tap hgp, n 12 mdt s& nguyén duong, va

Ap, Ay, ..., A, 12 nhilng tap con khéac nhau clia E sao cho
D=AyCA C..CA,=E.

Ta ky hiéu B, = A;\ Ao, ..., By = A, \ A,_;. Chimg minh ring:

a) F = UB“

i=1

b) BiNB; =0, vi i # j.

Xét tap hop {Ay, Az,..., A} ma cac phén t A, Ay, ..., A, 12

nhiing tap hop. Ching minh riing c6 it nhat mdt tap hgp A,

khéng chita mét tép nao trong céc tap con lai.

Hiéu déi xiing cila hai tap hop A va B dugc dinh nghia béi
AAB=(AUB)\ (AN B).

Hay ching minh ring:

a) AAB=(A-B)U(B- A).

b) AAB=BAA

c) AN(BAC)=(ANB)A (ANC).

. Anh xa

Xét cac anh xa f(n) =3n; g(n) =3n+1va hin) =3n+ 2 ti

Z vao Z. Hay tim anh xa la nguge trai ddng thoi cla f, g va h.

Cho cac &nh xa g: X — Y, f:Y — Z Chiing minh ring:

a) Néu f o g dugc xac dinh va ca hai ham f, g déu cé ngugc trai

tht f o g cling c6 ngugc trai.

b) Ching t6 béng vi du ménh dé déo néi chung khéng ding, tic

1a, f o g ¢6 nguge trai ca khi f khong c6 nguge trai.

a) C6 bao nhiéu toan 4nh tit tap c6 ba phan tif lén tap cé hai

phan tit.

b) Cé bao nhiéu don anh tif tap c6 bén phian tit dén tap c6 be

phan ti.

Xét anh xa z + z? clia mdi tap hop sau lén chinh né:

N,Z,Q,C.

19



Xéac dinh dnh cila méi anh xa nay va chi ré nhitng d4nh xa nao
12 don anh.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

20

Chitng minh ring anh xa:

f:R->R
z— 2(1—3r)

la mdt song 4nh va hay tim 4nh xa nguge cua no.

Gia st n 12 mdt s6 tu nhién cho trude, f : N — N 1a mat anh
xa duge xac dinh bdi:

‘ n—knéuk<n
k) =
F(k) {n+knéuk2n

f ¢6 phai 1a mét don anh, toan anh, song 4nh khong?

Gia sit X 1a mét tap hgp hitu han. Ching minh réng dbi véi anh
xa f : X — X thi tinh don anh, tinh toan 4nh va tinh song anh
la trung nhau. Tim mo6t don 4nh tit N vao N ma khong phai 1a
toan Anh vid mot toan dnh td N vao N ma khong phai 1a don
anh.

Cho anh xa f: X —» Y, A va B la hal tap con tuy y cua X.
Chitng minh ring:

a) f(A)\ f(B) C f(A\ B).

Hon nia, cho vi du ching t6 f(A) \ f(B) # f(A\ B).

b) Néu f la don anh thi

F(AY\ F(B) = f(A\ B).

Giastt f: X — Y la mot anh xa, A vd B 14 hai b phan cua
X, C va D )a hai bo phan ctia Y. Chiing minh:

a) f(AUB) = f(A)U f(B);

b) f(ANB) C f(A)N f(B);

c) fFI(CuUD)=fY(C)u fH(D),

d) f~Y(CN D)= fHCyn f~1(D);

e) f(X\A) D fIX)\ f(A);



2.10.

2.11.

2.12,

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

) fFHYNC)=X\fHC)=fY)\ f(C).

Giast f : X — Y ]a m6t 4nh xa, A va B 1a hai bd phén cia

X, C' va D 1a hai b6 phan cia Y. Chitng minh:

a) A C f71(f(A)).

b) C > f(/~1(C)).

c) Néu A C B thi f(A) C f(B).

d) Néu C c D thi f7Y(C) ¢ f~Y(D).

Chttng minh ring anh xa f : X — Y 1a don 4nh khi va chi khi

f thod man mét trong cac didu kién dudi day:

a) A= f7Y(f(A)) v6imoi A C X.

b) f(AN B) = f(A)N f(B) véi moi 4,B C X.

Giast f: X —-Yvag:Y — Zlahai anh xava h = ¢f la anh

xa tich cia ching. Chimg minh:

a) Néu h la don anh thi f 13 don &nh, néu thém gia thiét f 1a

toan anh thi g 12 don anh.

b) Néu h la toan anh thi g 12 toan 4nh, néu thém gia thiét g 1a

don anh thi f 1a toan snh.

Giast f: X > Y vag:Y — X la hai 4nh xa sao cho fgf la

méot song 4nh. Chitng minh réng f va g déu la song 4nh.

Cho X = {a,b,c}, P(X) la tap hop céc tdp con cua X;
= {0,1} va Hom(X,Y) la tap hop cdc 4nh xa tit X dén

Y. Hay thiét lap mot song 4nh gitta P(X) va Hom(X,Y).

Chobaanhxa f: X =Y, g,¢:V — X. Chitng minh hai

diéu ki¢n sau a tuong duong:

a) f la don anh.

b) Véi moi g, ¢’ va véi moi V tit fg = fg'suyrag=g'.

Chobaadnhxa f: X =Y, h,h .Y — Z. Ching minh hai diéu

sau la tuong duong:

a) f la mdt toan anh.

b) Véi moi‘h, ' vi v8i moi Z, tt hf = h'f suyra h = k.

Gid st f : X — Y la mdt 4nh xa. (A;)ies 12 mot ho nhing bo
phén ctia X, (B;)jes 12 mdt ho nhing bd phan ctia Y. Chiing
minh:

a) F(UA) Uf(A)

ie]

b) f ﬂA)Cﬂf(A)

el iel
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c) f“(EJJBj) = _LéJJf_l(Bj);
d) 71N B;) = N f~H(By)

JjeJ jeld

. 3. Quan hé hai ngoi

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.
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Hay xac dinh cac tinh chat phan xa, déi xitng, phan déi xitng,
bic ciu ctia nhimg quan hé sau trén tap N*. Véi m,n € N* thi
mMRAn khi v chi khi:

a) m + n chin;

b) m + n < 100;

c) m/n 1a luy thita cia 2;

d) m/n chin,

e) mn lé.

Trong nhimg quan hé trén Z sau day, quan hé nao la dbi ximg:
a) mpn c¢6 nghia m + n chia hét cho 3;

b) mdn cé nghia m — n chia hét cho 3.

Quan hé nao trong chiing 13 bic cau?

Trén tap R2, xét quan hé S nhu sau: _(a:,y)S(z, t) & =2
a) Chitng t6 ring S la mot quan hé tuong duong. M ta céc 16p
tuong duong theo quan hé S.

b) Lap mét song 4nh tit R?/S vio R.

Trén tap tich Dé-cac Z x N* cha tap hgp céc sb6 nguyén Z va
tap hgp N* cac s6 ty nhién khéac 0, cho quan hé R xac dinh bai:

(a,b)R(c,d) khi va chi khi ad = be.

Chitng minh:

a) R 1a modt quan hé tuong duong;

b) C6 mot song anh tit tap thuong Z x N*/% dén tap cac sb
hitu ty Q.

Cho quan hé tudng duong F trén S. Chitng minh ring tap con A
cia S 1a mét 16p tuong duong cia S theo quan hé tuong duong
Enéuvachinduvédiye A, z€ 4= yE-.

Cho E la mdt quan hé tuong duong trén tdp X vaicho f: X —» S
la mot anh xa thod méan didu kién f(z) = f(y) & zEy. Chimg



3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

minh réng khi dé tdn tai duy nhét 4nh xa g : X/E — S sao cho
f=gop, trong d6 p: X — X/E la phép chiéu ty nhién. Hon
nita, néu f 1a toan 4nh thi g 14 song 4nh.

Gia sit S 1a mot tap hop, T 14 mdt quan hé hai ngéi cé tinh
chit phan xa, déi xing trong S. Ta x4c dinh quan hé hai ngéi
R trong S nhu sau: zRy khi vA chi khicé 7y, =z, 15, ..., 2, = ¥
sao cho .
2\ Txy, zoTx3,..., 2o 1Tx,.

Chimg minh:

a) R la mét quan hé tuong duong va T C fR;

b) Vé6i moi quan hé tuong duong H saocho T C HthiRC H.
Chitng to ring trén tap hop X khac réng bat ky ton tai duy
nhit mdt quan hé vita 13 quan hé tudng duong vita 12 quan hé
thit tar.

Gia sit R 13 mot quan hé tuong duong trén tap hgp S. Ching
minh réing néu R # {(z,z) | z € §} thi R khéng phai 13 mot
quan hé thit tu trong S.

Gid st f : S — N 13 mot don anh tir tap hop S dén tap cac sb
tu nhién N. Quan hé hai ngdi R trong S xéc dinh badi

z Rz khi va chi khi f(z) < f(z).

Chimmg minh R 1 mot quan hé tht tu toan phan.

Db6i v8i hai tip con A € B cia tip hogp S, ta goi anh
xa g: B — Y lakéo dai cia &nh xa f : 4 = Y néu g(z) = f(z)
voi moi € A. Goi ®(S,Y) la tap hop céc 4nh xa tit cic tap
con clia S dén Y. Xét quan h¢ R trong ®(S,Y) duge xac dinh
nhu sau: ' -

f R g khi va chi khi g la kéo dai cia f.

a) Chitng minh R 14 mét quan hé thit ty.

b) Tim cic phan ti tbi tiéu, t6i dai, bé nhét, 16n nhét cha
&(S,Y) d6i véi R.

Chitng minh riing néu a 13 phén tit bé nhat (16n nhit) cua mot
tap hop S d6i v6i mot quan hé thi tuy thi a 1a phan tit t6i tidu
(t6i dai) duy nhét cia S.
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3.13.

4.1.

4.2

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

24

Chiing minh ring néu tap S sip thi tu tdt thi S sip tha ty
toan phan.

. S6 nguyén

Ching minh ring néu m — n chia hét mp + ng thi m — n chia
hét mq + np (6 A6 m,n,p,q € Z).

. Cho (a,b) =1 va n la udc chung cia a — b va ac — bd. Ching

minh ring n 1A udc cla ¢ ~ d.

Chitng minh ring néu (a®*+b3+¢) : 9 thi mét trong ba s6 a,b. ¢
chia hét cho 3.

Ching minh ring khéng cé cip sb nguyén z,y nao thod man
ding thic:

a) ¥ +1=3y.

b) 22 + 2 = 5y.

Chitng minh ring véi moi sb tiyf nhien n > 1, tich

(n+1)(n+2)...(n +n)

chia hét cho 27,

Chimg minh ring tén tai vé s6 sé nguyén duong n sao cho 2" +1
chia hét cho n.

Cho da thic P(z) véi cdc hé sb nguyén, biét ring tdon tai
s6 nguyén duong a saoc cho khong c6 sb nao trong chc sbé
P(1), P(2), ..., P(a) chia hét cho a. Chitng minh r3ng véi moi
sd nguyén z ta c6 P(z) # 0.

Chitng minh ring néu a va c 14 hai s6 nguyén t6 cing nhau thi
a | m va ¢ | m kéo theo ac | m.

Cho a > 0. Ching minh r3ng (ab, ac) = a(b, ¢).

Chitng minh rang véi hai s6 nguyén duong a va b tap hop tat c
cac sb dang am + bn (m, n nguyén duong) chia tat ci céc b01
cia (a, b) 16n hon ab.

Chitng minh r&ng véi moi sb nguyén a va b ta c6:

(3a + 5b,8a + 13b) = (a,b).



4.12.
4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.
4.19.

4.20.

4.21.

Tim (a + b,a — b) biét (a,b) = d.
Ching minh ring (a, b} = 1 véi:
a)a=2Im+4, b= 14m + 3;

b) a=m*+2m, b=m*+3m? + 1;
c) a=m?n+2m, b=mn+ 1,
trong d6 m € Z,n € Z.

Chitng minh ring cc s6 2° — 1 va 27 — 1 1a nguyén t6 cing nhau
khi va chi khi hai s6 p v ¢ nguyén t6 oling nhau.

Cho a,m,n la nhing sé nguyén duong, trong dé6 a > 1 va
(m,n) = 1. Ching minh ring:

(a—1){a™ =1): (a™ — 1)}(a" = 1).
Cho a, b 1a hai s6 nguyén dudng sao cho (a,b) = 1. Tim
(5% 4+ 7¢,5° + 7°).

a) Tim [2" — 1,2% + 1] véi n € N;
b) Tim [a,a + 2] véi a € N.

Tim bai chung nhé nhit clia ba s6 nguyén lién tiép khac khong.
Dt [a, b] = m. Chimg minh ring:

(a + b,m) = (a,b).

Cho m 1a mét boi chung caa a,,as, ..., n, trong d6 a; € N*,
n > 2. Ta dat

M
M,_ = 0,_ va D = (Ml, Mg, ceny Mn)
Chitng minh ring;
M
D

[a]aa29 ey an] =

Cho k v n 13 hai s6 nguyén l6n hon 1. Chimg minh ring:
a) (n))* va (k)" 1a ude cla (nk).
b) [(»)¥, (K))"] 1a u6c cha (nk)!.
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4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

26

Cho p va 2p+1 13 hai s nguyén t4 14n hon 3. Chitng minh ring
4p + 1 1a mgt hgp sb.

Tim sb nguyén t3 p sao cho hai sé p + 4 va p + 8 ciing 14 nhimg
sb nguyén tb.

Ching minh riing t3n tai vo s6 sé nguyén duong a sao cho n+a
12 hop sb v6i moi s6 nguyén duong n.

Chimg minh riing tich ciia nhitng 86 dang 4m + 1 lai 13 mat sb
c6 dang fy. Tit két qué ndy suy ra rdng c6 vd sb 56 nguyén té
dang 4m + 3.

Giai bai toan tuong tu cho sb nguyén t6 c¢6 dang 6m + 5.
Chitng minh riing v8i m > 2, gilta m va m! ¢6 it nhit mét s6
nguyén té. Tit dé suy ra réng cé vd 86 sb nguyeén tb.

Chitng minh ring néu tdng ctia ba sb chinh phudng la mot sb
chinh phuong thi cé it nhét hai s6 trong ba s6 nay la chin.



Chuong 11

NHOM - PONG CAU NHOM

1. Dai s6 hai ngé6i

Hé dgi s6 13 mo6t khéi niém cd ban cia dai sé hién dai. M6t hé nhu
vay 12 mét tap hop cdc phdn 12 ma trén d6 c6 thé thuye hién cic phép
todn tya nhu phép cong hay phép nhén céc s8. Mot phép todn hai ngoi
trén tap hogp S la mot anh xa

p: xS — S
(a,b) — ¢(a,b).

Nhu vay, phép toin hai ngdi 1a mdt quy téc cho tuong ing hai phin
tt ,y € S voi mot phan tit cia S 14 anh cla (7,y) qua . Tap hop S
ciing véi phép toan hai ngéi o cho trén né duge goi la mot dai sb hai
ngdi, ky hiéu bdi (S, o).

Dai s6 hai ngoi (S, o) duge goi 12 mdt nita nhém néu phép toan
trén S thod man luat két hop, nghia la

ao(boc)=(aob)oc

véi moi a,b,c € S. Nita nhém S duge goi 1a vt nhom néu trong S c6
phén tit e, goi 14 phan ti don vj, sao cho

eca=aoe=a
v8i moi a € S. Phan tit don vi con duge goi 1a phdn ti trung hoa.

Trong trudng hop phép toan duge ky hiéu bdi phép cdng thi phin tit
nay ky hidu bdi 0.
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Trong nita nhém M néu tdn tai phan t\t u sao cho ua = a véi moi
a € M (ta néi u 1a don vi trdi) va phin tit v sao cho av = a véi moi
a € M (ta néi v 1a don vi phdi) thi u = v va la phan tit don vi ciia M.
Néi riéng, phan t1t don vi clia nita nhém (néu cé) 1a duy nhét.

Vi nhém M dugce goi 1a zyclic néu né chi gdm cac luy thira ¢ cia
phén tif ¢ nho dé. Khi d6 ta néi rdng vi nhém M dudc sinh béi-c.
Trong vi nhém bat ky M thi a™a® = ¢™*" dbéi v8i a € M vi véi moi
s6 tu nhién m,n. Nita nhém M duge goi 13 giao hodn (hay aben) néu
ab = ba v4i moi a,b € M. Hién nhién moi vi nhém xyclic déu giao

~

hoéan.

Tap con H cia nita nhém (N, o) duge goi 1a déng (hay on dinh)
déi véi phép toan trong N néu véi moi a,b € H ta déu c6 ab € H.
Néu tap con H déng thi H 1a nita nhém véi phép toan H x H — H,
thu hep clia phép toan trong N. Khi dé ta néi ring phép toin trong
H 1a cam sinh bdi phép toan trong N va H la nia nhém con cia N.

Anh xa f: N — N’ tit nita nhém N t6i nita nhém N’ dude goi 13
dong céu nia nhom néu

f(ab) = f(a)f(b)

v6i moi a,b € N. Ddng chu f duge goi 14 don cdu (tuong Ung toan
cdu, ding cdu) néu anh xa f la don anh (tuong Ung toadn anh, song
anh). Trudng hgp N’ = N thi f dugc goi 1o mét tu dong cau cia N.

Néu f: N — N’ la ddng chu nita nhém va N ¢6 don vi e thi f(e)
12 don vi cla Imf. Chti ¥ riing néu f : N — N’ 12 mét dong ciu cla
cac nita nhém va N ¢6 don vi e thi ¢6 thé f(e) khong phai 12 don vi
cua N’

Céhu tric clla mdt vi nhém xyclic bat ki € sinh bdi phan ti ¢ dude
ma ta nhu sau: Néu tit ca cac luy thita cia ¢ déu khac nhau thi ta 6
anh xa

f'N =C
n — Cﬂ
la mot dang cdu. Trong trudng hop ngude lai, sé ton tai sb nguyén
duong bé nhat s sao cho ¢® = ¢™ dbi v6i m nao d6, m < s. Khi dé
C={lc¢...,c°} va
Gl = (iti—kn
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trong dé n = s—m va k 14 56 tu nhién bé nhit thod man i+j—kn < s
(ddic bigt néu i + 7 <'s thi k = 0). Trong truong hop nay ta néi C la
vi nhém kidu (m, n).

Trong mdi vi nhém xyclic kidu (m.n), m # 0, c6 ding mot phin
tlf a # 1 sao cho a? = a. Ta goi g la phan tit lug ding.

2. Nhém

Vi nhém (G, o) dugce goi 1a nhém néu véi mdi phin tif @ € G déu
ton tai moét phan tit @’ € G sao cho
goa =a oa=e.
No6i cach khae, tap hgp G cling vdi phép toan hai ngoi o duge goi
12 moét nhom néu cac didu kién sau duge thod mén:
(1) Phép toan két hop:
ao(boc)=(aob)oc,
vdi moi a, b, ¢ thude G. .
(ii) Trong G c¢6 phéan t e (goi la don vi) sao cho
eoca=aqaoe=a,
véi moi a € G.
(iii) Déi véi mdi @ € G tdn tai phan t a’ € G sao cho
aoda ;a’oa=e.
Nhém G duge goi 1a giao hodn hay aben (lay tén nha toin hoc
Niels Abel) néu ab = ba véi moi a,b € G.
Phin t¥ @’ ¢6 tinh chat aa’ = a’a = e 13 duy nhit déi véi mdi
a € G, duge goi la nghich ddo cva a va ky hiéu bdi a=!. Déi v8i moi
phan ti¥ a, b cia nhém G cée tinh chét sau luén duge thod man:
(i) (@) ' =g
(i) (ab) ' =b"la" .
Trong nhém G ludt gian wdc luén luén thye hién duge, nghia 1a
ar = ay kéo theo x = y va zb = yb kéo theo z = y, v8i moi a. b € G.
Khai niém nhém thudng duge dac tring boi nhitng didu kién sau:
1. Mét nta nhém G 13 nhém néu va chi néu hai diéu kién sau dugc
thoa man:
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(i) Ton tai phan tit e € G sao cho ea = a v moi a € G (e duge
goi la don v trdi cie G),

(ii) Vo1 méi = € G ton tai ' € G sao cho 'z = e (&’ goi la nghich
ddo trdi cia x).

2. Nita nhém G 1a nhém néu va chi néu céc phuong trinh az = b
va ya = b ¢6 nghiém trong G véi mei a,b € G.

Tap hop S(X) tht cd céc song 4nh tir tap hop X tdi chinh né lap
thanh mot nhém vaéi phép toan hai ngéi 1a phép hgp thanh cac anh
xa. Phan tit don vj ctia $(X) 1a 4nh xa déng nhét idx va d6i véi song
anh f € S(X) thi phan tit nghich dao f’ 3 day chinh 1A 4nh xa nguge
cha f. M&i phan tit f € S(X) duge goi la moét phép thé cia X va
S(X) duge goi la nhém tdt cd cic phép thé cla X, hay nhéom dbi zing
cia X. Khi tap hgp X cé hitu han phan tit ta ky hidu nhém déi ximg
cha tap X = {1,2,...,n} 1a S,, v goi 1a nhom déi xing cida n phan
t2. Mbi song anh ti X 1én chinh né dugc goi 1a mot phép thé bac n
va duge ky hiéu bdi

f‘(f(llﬁ o f?n))

trong dé mdi phan tit 8 dong dudi 14 dnh cia phan tit tuong \ing &
dong trén. Mot cach tdng quat, mbi phép thé f c6 thé viét dudi dang

f—( i iy ... ip )
= sy s o £l
trong d6 %,,1%,,...,%, 12 mdt hodn vi cha tap X.

Néu f,g la hai phép thé thi tich g o f 1a phép thé thu
duge bdi viée thyc hién lién tiép phép thé f rdi t6i phép thé g
(Cung c6 tac gid quy ude tich g o f duge thyc hién bdi g trusc
roi dén f). Néu a;,a3,...,am,1 < m < n, la cdc phan t& phan
bigt cha tap hop {1,2,...,n} thi phép thé f cho bdi f(a,) = as,
fla2) = aa,....f(am-1) = am, f(am) = ai, va f(z) = z néu
r ¢ {a1,as....,am}, duge goi la mot vong xich do6 dai m, hay mot
m - xich. Ta ky hiéu vong xich nay bdi (aya; ... an)-

4-nhém Klein hay nhém déi ximg cla hinh chit nhat khong 13 hinh
vuéng: Ta danh diu cac dinh cda hinh chi nhat bdi cac sé6 1, 2, 3, 4
nhu 3 hinh vé sau:
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4 3

Ma&i phép dbi xing clia hinh chit nhat bién cac dinh thanh céc dinh,
va nhu vay 13 mot hodn vj giita cic dinh. Ta ky hiéu a 13 phép déi
ximg qua truc hoanh, thé thi

a(l) =4,a(2) = 3,a(3) = 2,a(4) = 1.

Tuong ty b 1a phép déi xitng qua truc tung. Phép dbi xitng thit ba ¢
14 phép quay 180° quanh t&m ciia hinh chit nhat. Phép déi xing cubi
ciing 1a phép déng nhét e. Nhom céc phép déi xitng clia hinh chit nhat
dugce cho bdi bang sau:

o e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

3. Nhém con

Ta nhéc lai r3ing tap con khéac rdng H cua nita nhém nhan G duge
goi 1a déng (hay 6n dinh) néu a,b € H kéo theo ab € H, va khi d6 H
la mta nhém con ctta G véi phép todn cAm sinh bdi phép toan trong
G. Tép con déng H cla nhém nhén G duge goi 1a nhém con cha G
néu né la mot nhém dbi véi phép todn cdm sinh bdi phép nhan trong
G. Nhém con duge dic trung bédi cac diéu kién sau:

1. Tap con H clia nhém G 12 nhém con khi va chi khi céc diéu kién
sau duge thoa man:
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(i) néua,b€ H thiabe H,

(ii) e € H,

(iii) néua € H thia™ € H.
N6i riéng, néu H la mot tap con hitu han khac réng cia nhém G va
ab & H v8i moi a,b e H, thi H 1a nhém con caa G.

2. Gia st H 13 tap con khac réng cua nhém G. Khi dé cac diéu
kién sau la tuong duong:

.

(i) H la nhém con cia G.
(ii) Néua,be H thia™' € H vaabe H.
(ii) Néu a,be H thiab™ € H.

No6i riéng, trong nhém G tap hgp tat ca cac luy thita a™ (n € Z) cha
a € G lap thanh mdt nhém con, duge gei 14 nhém xyclic sinh béi a.

Phin tit o cia nhém G goi 1a c6 cdp vé han néu khong tdn tai
sé nguyén dudng n ndo sao cho a™ = e, va dude goi la cé cdp hiu
han m néu m la s6 nguyén duong bé nhit sao cho a™ = e. Luyc lugng
cua nhém G, ky hiéu béi |G|, duge goi 1a cdp cha nhom. G duge goi
12 nhém htu han hoac vo han néu |G| tuong ng la hitu han hoic
vd han.

Nhém cac phép quay cia mot da gide déu n dinh trong mat phing
13 nhém xyclic cap n, sinh bdi phép quay géc 27 /n radian. Nhém nay
ky hiéu béi C,,.

Néu e la phén tit don vi cfia nhém G va ¢ € G 1a phan tif c6 cip
n thi a* = e khi va chi khi k chia hét cho n.

Cho U 12 mét tap hop con ctia nhém G. Khi d6, nhém con bé nhét
H chita U duge goi 1a nhom con sinh bdi tap U, con U dugc goi 1a tdp
sinh hay tdp cdc phan ti sinh ciia H. Trudng hop H = G ta noi rang
G sinh boi U.

R6 rang nhém con H 1 xyclic khi né dudge sinh bdi tap gdm mét
phén ti. Nhém con cia mét nhém xyclic 1 xyclic, vi moi nhém con
clia nhém (Z, +) déu ¢6 dang A = mZ véi m € Z.

Nhém cdc phép tu tring D, cia da gidc déu trong khong gian: Xét
nhoém tét cd cac phép ddi hinh trong khéng gian ba chiéu bién mést da
gidc déu n dinh thanh chinh né. Ngoai n phép quay trong mit phing
con c6 n phép lat da giac trong khong gian quanh truc ddi xung (c6 n
truc dé6i xing). Goi ¢ 13 phép quay gbc 27 /n radian va h 13 mot phép
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lat. thé thi h 1a mot phan tit cAp 2 vh nhém D, sinh bdi hai phan tir
g, h:
Dp=1{e,g9,9%...,9" ' hg,hg®,....hg" ™"}

Chu y riang néu n > 3 thi gh # hg nén D, khong la nhém giao hoan
va do dé khong la xyclic.

4. Nhém con chuan tic - nhém thuong

Cho H la mé6t nhém con clla nhém G. Khi d6 cac tap hop
gH = {ga | a € H}, Hg = {ag | a € H} v8i g € G lan lugt duge
goi la ldp ghép trdr, I6p ghép phdi ciia nhém G theo nhém con H. Voi
a,b € G. khi dé:

aH=bH < a'be H,
Ha=Hb & ab'€eH.

Quan hé hai ngdi ~:
a~bmod H< a'be H.

la mot quan hé twong duong trén G; do dé né cho mdt phan hoach
nhom G theo cdc ldp khong giao nhau va més Idp nhu vay la mot ldp
ghép tréi theo H. Tuong ty, quan hé hai ngdi a ~ b & ab™! € H la
mot quan hé tuong duong trén G ma méi 16p tuong duong 13 mot 16p
ghép phai theo H. Tap

G/H = {gH | g € G},

cac 16p ghép trai cia H trong nhom G duoc goi 1a tdp thuong cna
nhém G theo H. Luyc lugng cta tap cic 1dp ghép trai ciia G theo
nhém con H dugc goi 1a chi s6 cha H trong G, va ky hiéu bdi (G : H].

Dinh Iy Lagrange: Néu G la mot nhém hau han va H la nhém con
cia G thi c¢dp cia H chia hét cip cia G. Dic biét suy ra rding moi
nhém cip nguyén té p 1a xyclic.

Dinh 1y Lagrange cé thé md rong cho trudng hop cdc nhém xyclic
hitu han. Néu G la mot nhém zyclic cdp n, va k chia hét n thi G c6

3-MD...DAI CUONG-A 33



ding mot nhom con H cap k. Hon nita, néu g sinh ra G, thy H dugc
sinh bai g™/*.

Nhom con H cha nhém G dude goi la nhém con chudn tde néu
gH = Hg véi moi g € G. Khi d6 ta cling néi rang H 1a nhém con
chudn tic trong G. D&i véi nhém con H cha nhém G cac dida sau la
tuong dudng:

(1) H la chuan tdc trong G.
(il yHg ' =H Vg € G, trong d6 yHyg™' = {ghg™' | h € H}.
(i) gag™' € H vdi Vg € G,Va € H.
Phéan tit gag~! dudc goi 1a lién hop clia a bdi g. Néu H 1a nhém con
chuan tic trong nhém G thi tudng 1ing

(G/H)x (G/H) — G/H

(aH,bH) — (ab)H
la mot anh xa. Va bdi vay, tap thuong G/H a4 mdt nhém véi phép
toan (a¢H)(bH) = (ab)H. Nhém nay duge goi la nhdm thuong cia G
theo H. Nha khai niém nhém thuong ta ching minh duge rang: Néu

G la nhém aben hitu han va p la sé nguyén té chia hét cap cia nhém
G thy G chita phan t¢ ¢dp p va do dé chita nhém con cap p.

5. Dong cau nhém

Mat trong nhitng két qui co ban cla 1y thuyét nhom la dinh ly
déng cdu nhém. Né md td mbi quan hé sau sic gita nhimg déng ciu
v6i cac nhém con chuan tic va cac nhém thuong. Nhing két qua tuong
tu ciing duge phat bidu cho cac vanh, cac khong gian vectd, cing nhu
cho phan lén cac hé dai sé khac.

Anh xa f: G — H tit nhom G dén nhom H dwge goi 1a dong cdu
nhom (hay mot cach ngdn gon 1a dong cdu) néu:

f(ab) = f(a)f(b) véi moi a,b € G.

Déng cau f dudc goi la mot don céu (tuong tng toan cdu, ding cdu)
néu f lah mot don anh (tuong tmg toan anh, song anh).

Khai niem déng cAu c6 mot sb tinh chit co ban sau:
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1. Néu f : G — H 1a mét dong chu nhém thi:

(i) f(ec) = en, Véi ec, ey 1an lugt 1a cac phin tit don vi cia G, H.

(i) f(a™') = (f(a)]™", vdi moi a € G.

2. Hop thanh cfia hai déng chua: A — B,8: B — C 1a mot dong
chu. i

3. Déng ciu f : G — H la don ciu khi va chi khi Kerf = {e}.

4. Nhém con N ctia G 1a chudn tic khi va chi khi N 13 hat nhan
cia mot déng chu f : G — H ndo dé.

5. Dinh 1y ddng cAu: Gid st N la nhém con chudn tde cia G. Khi
dé vdi méi dong cdu ¢ : G — H sao cho N C Ker o déu ton tai duy
nhét mot dong cdu v : G/N — H sao cho biéu dé sau giao hodn

P G/N
oA

nghia la ¢ = v op, trong dé p la phép chiéu ty nhién. Hon nita, v don
cau khi va chi khi N = Kery. Noi riéng, ta ludn cé

G

G/Kerp = Ime.

Khai niém dang ciu cho phép phan loai cdc nhém xyclic: mdi nhom
zyclic cdp vo han ddng cdu véi nhom cong cic sé nguyén Z, va moi
nhém zyclic cdp n ding cdu voi nhom cong Z, cdic ldp dong du theo
médun n. Trong cubn sich nay ching ta thudng néi téi hai nhém xyclic
(Z,,+) va (Cy, ) v6i sb nguyén duong n ndo dé, ching la dang céu.

Dinh 1y déng ciu c¢é hai hé qua quan trong:

1. Gid si A, B la hai nhém con chudn tdc cia nhém G va A C B.
Khi dé ¢é ddng céu chinh tdc

(G/A)(B/A) = G/B.
2. Néu A la nhém con chuin tdc cia nhém G va B la mét nhém

con cia G thi tap AB = {ab| a € A,b € B} la mét nhom con cia G
va ta ¢6 ding céu

AB/B = B/(AN B).
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1.

Bai tap

Dai s6 hai ngéi

Dér véi cdc bai tap sau hdy zét cde tinh chét két hop, giao hodn, cé
don v cia phép todn trén dei s6 hai ngos da cho.

1.1.
1.2.
1.3.

1.4.

1.5.
1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12,

36

(Mn(R), +).

({1,2,3.6,12}, UCLN).
({a+bvV2]a,beQ},+).

({% EQla,beZ,b:2k+1},+>.

({zeCllz] =1}.4).
{zeC|lz] =1},%).

(G 1)) (o 5) (7 21

Cho tap hop A = {a,b}. Co6 bao nhiéu phép toan hai ngdi trén
A, hay chi rd tat ci cic phép toan do.

Gia thiét ring phép toan hai ngsi » trén tap X c6 don vi va
thod man ding thitc sau véi moi z,vy, z thude X:

Chitng minh ring phép toan * 1 két hop va giao hoén.

Nhitng phép toan nao trong sé cic phép toan hai ngéi (m,n) —
m *n trén tap cac sd nguyén Z sau day 1a két hgp? giao hoan?
a) mrn =m-—n;

b) m*xn = m?+ n?

c) m¥xn=2(m+n).

Cho tap hop A = {a, b.c}. Hay xay dung phép toan hai ngoi
trén A sao cho:

a) A cé ding mot don vi trai.

b) A ¢6 diing hai don vi trai.

c) A ¢6 ding ba don vi trai.

Trén tap hop X xét phép toan hai ngél sau: ab = b vdi moi
a,be X.



1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

a) Chitng t6 riing X cung véi phép toan trén 13 m¥a nhém.

b) Chitng t6 rAing moi phan t cha X déu la don vi trai.

¢) Khi ndo thi X c6 don vi? Khi nao thi phép toan hai ngoi da
cho 1a giao hoan?

Trén tdp hop M tit cd cAc ma tran thuc vuéng cip hai cho
phép toan hai ngdi xac dinh bdi: a o b = ab+ ba. Ching t6 rang
phép toan d6 c6 tinh chit giao hoan nhung khéng cé tinh chat
két hop.

Cho f : X — Y 13 mot déng ciu cla cac nita nhém. Chiing
minh ring:

a) Néu A 1& mot nita nhém con ctia X thi dnh f(A) 1 nita nhém
con cua Y.

b) Néu B la nita nhém con clia Y thi tao anh toan phan f~1(B)
13 nita nhém con cta X.

Cho cac dong cdu nitta nhém a : A — B; 3 : B — C. Chimg
minh ring:

a) Néu 8o o 1a toan ciu thi 3 13 todn chu.

b) Néu 3o a la don ciu thi o la don chu.

Cho A, B 1a nhing vi nhém vd f : A — B 13 déng cAu nita
nhém. Chitng minh ring cac diéu sau tuong duong:

a) f(es) = ep, trong d6 e4,ep 1an lugt 1a cac phan tit don vi .
cua A, B.

b) Anh f(A) la vi nhém con cta B.

¢) Tao anh f~!(eg) 12 vi nhém con cia A.

Ngoai ra, néu f~'(eg) = {ea} thi f 6 la don chu hay khéng?
Gia st a va b la hai phan tf cla mot nita nhém X sao cho
ab = ba. Ching minh ring (ab)® = a™b" vdi moi s6 tu nhién
n > 1. Néu a va b 1 hai phan tit sao cho (ab)? = a2b? thi c6 suy
ra ab = ba hay khong?

2. Nhom

Déi vdi cdc bai tir 2.1. dén 2.4. hdy cho biét dau la nhom, dau la nhom

aben.
2.1.

Hay gidi thich cho két luan dua ra.
(Mn(R) \ {0}, ), trong &6 0 14 ma tran khéng ¢d n x n.
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2.2. ({e,a},*), trongd6 exe=e,vaexa=axe=axa=a.

2.3. (R*,0), trong d6 R* =R\ {0} vAzoy lazy néuz > 0, la z/y
néu r < 0.

2.4. (Z,*), trong d6 m * n & m + n néu m chin, va la m — n néu
m 1é.

2.5. Chimng minh riang Z7 = Zg \ {0} khong la nhém déi véi phép
nhin 7.3 = 7s.

2.6. Hay trang bi phép toén hai ngéi cho tap hop A dé A trd thanh
nhém trong trudng hap A c6 2, 3, 4 phan ti.

2.7.Cho A = {0,1,2,...,.n — 1}, v6i n € Z. Trén A cho phép toan
hai ngdi: a x b 13 du cia phép chia ab cho n. Chitng minh ring
a) A 1a mot vi nhém.
b) A la nhém khi va chi khi n 1a sé nguyén té.

2.8. Cho G la tap tat ci cac cac cap sb thuc (a.b), trong d6 a # 0.
Trén G xac dinh phép todn hai ngéi cho bdi cong thitc

(a,b) * (c,d) = (ac, be + d).

Chitng t6 rang khi dé6 G 12 mét nhém.
2.9. Chitng minh rdng trong nhém G:

-1
n

1

(@1as...0,) ' =a ...az"al_ )

2.10. Chitng minh ring trong nhém G, (e 'ba)* = a~'b*a dbi véi mébi
s6 nguyén k.

2.11. Cho G 13 m6t nhém va a,b € G sao cho bab™! = a”, v8i r € N.
Chitng minh ring b'ab~* =a™ Vi € N.

2.12. Chitg minh ring néu e = e véi moi phan tit @ cia nhém G th
G 1a nhém aben. _

2.13. Néu a khong 13 don vi ciia nhém va a*h = ba®, hay ching minh
ab # ba.

2.14. Cho G la nta nhém. V36i mdi ¢ € G ky hiéu

aG = {az|z € G}
Ga = {za|ze€G}.

Chitng minh ring G la nhém khi va chi khi v8i méi a thi

aG = Ga =G.
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2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

Cho X la mét tap hdp khac rdng. Chitng minh ring ba ménh
dé sau 13 tuong duong:
a) X 12 mét nhom.
b) Ton tai mot phép toan hai ngdi (a.b) — ab trén X va mot
phép toan mot ngdi a +— a~! trén X sao cho:
1) a(bc) = (ab)c vé moi a,b,c € X.
i) a"'(ab) = b = (ba)a™' véi moi a,b € X.
¢) Tén tai mot phép toan hai ngéi (a,b) r a/b trén X sao cho:
1) a/a = b/b.
i) a/(b/b) = a.
iii) (a/a)/(b/c) = c/b.
iv) (a/c)/(b/c) = a/b.
vl moil a,b,c € X.
Chitng minh ring G 12 mét nhém aben khi va chi khi G thod
man cac diéu kién sau:
(i) (ab)c = a(ch),
(ii) Ton tai e € G sao cho ea = a véi moi a € G,
(iii) Véi mbi a € G ton tai @’ € G dé o’a = e.
Chitng minh rdng céac tinh chit sau trong nhém G 1a tuong
duong :
(i) G la aben.
(ii) (ab)® = a®b* dbi véi moi a,b € G.
(iii) (ab)”" = a~'b"" d6i v6i moi a,b € G.
(iv) (ab)" = a™b" dbi v6i moi a.be G van € Z.
(v) (ab)" = a™b" dbi véi moi a,b € G vi ba sd nguyén n
lién tiép.
Chitng minh réng (v)=(i) 12 khong ding néu thay gia thiét "ba"
bdi "hai".
Chitmg minh rang ntta nhém hitu han X 15 nhém néu va chi néu
luat gidn udce thue hién duge dbéi véi moi phan ti clia né.

3. Nhom con

3.1.

Ching minh ring trong mét nhém thi:
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3.2.

3.3.

3.4.
3.5.
3.6.

3.7.

- 3.8.
3.9.

40

a) Cép ciia phan tit g~! chinh 13 cip cla g.

b) Cap ciia phan tit ab chinh 1a cip cia ba.

Trong nhém nhan cic ma tran vudng cip n trén R véi dinh thic
khac khéng, hay tim cip cha ma tran sau theo a:

a O v 0
O a --- 0
Ao.= . .
00 --- a

Tim cAp cha tit cd cac phan ti cha nhém A = {e,a,b,c} véi
phép toan hai ngdéi duge cho nhu sau:

e a b ¢
ele a b ¢
ala e ¢ a
blb ¢ e a
cle b a e

Vé sa d6 cac nhém con cda nhém Cg.

Vé so dé ciac nhém con ciia nhém Ss.

Trong nhém cac phép thé S, chitng minh ring cac phép thé sau:
e,a = (12)(34),b = (13)(24) va c = (14)(23)

lap thanh mét nhém con cia Sy. Nhém con dé ¢6 giao hoan hay

khong?

Ching minh ring t4p hdp cac phan t1if ¢ cip hitu han cha mét

nhém aben A 1a mét nhém con clla A. Néu A khong 1a nhém

aben thi két qua nay con ding hay khéng?

Tim cac nhém con cip 3 ciia nhém Ss.

Lap bang nhan va tim cip cia mdi phan t& cia nhém
({1, 1, £7, :|:k}, D,

trong doé



3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

Nhém nay dudc goi 1a nhém quatecnion Q, chp 8.
XAy dung bang cho nhém sinh bdi g va h, trong dé g va h thod
min cic hé thitc g3 = h? = e v gh = hg®.

Gia st H 12 mét nhém con cia nhém G, vh g 13 mét phan ti
bét ky thuéc G. Chitng minh r&ng tap hop

gHg' = {ghg™' |h€ H}

13 mét nhém con cia G. Nhém con nay duge goi la nhém con
lien hgp cia H bai g.

Chitmg minh cac phét biéu sau la tudng duong:

a) Nhém G c6 nhidu hon mét phan t va khéng ¢6 nhém con
thyc sir.

b) G 12 nhém xyclic cAp nguyén tb.

Chitng minh réng néu nhém G c¢é cdp 4 thi hoiic G 1a nhém
xyclic hodc moi phan ti khac don vi ctia G ¢é cép 2.

Chitmg minh ring moi nhém cé cip bé hon hoic bing 5 déu giao
hoén.

Chitng minh réng tap con khéc réng H cia nhém hitu han G 1a
nhém con néu va chi néu né déng déi véi phép toan trong G.
Cho A 1a moét nhém xyelic cip n va d 1a moét wée ciia n. Chitng
minh réng A.c6 ding mot nhém con cip d vA nhém con nay 1a
xyclic.

Ching minh r&ng moi nhém xyclic vé han d&u cé diing hai phan
t1t sinh.

Cac s6 nguyén Gauss la c4c phin tif thude tap hop

2] = {a + bi | a,b € Z}.

Nhém (Z[i], +) ¢6 1a xyclic khong?

Chimg minh ring (2%, x) va (Z3,, x), trong d6 (Z; 1a nhém
nhan cac phan tit kha nghich cha Z,), 14 nhém xyclic. Tim cac
phén t sinh cta ching.

Cho A 1a mdt nhém aben. V6i méi s6 tu nhién n, ta ky hisu:

A,={a€A|a" =¢}.
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3.21.

3.22,

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.
3.29.

3.30.
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a) Ching minh ring A, la mét nhém con cla A.

b) Ching minh ring néu (m,n) =1 thi A, N A, = {e}.

c) Gid st (m,n) =1 vd A = A,,,. Chitng minh ring méi phan
tr a € A déu viét duge dudi dang a = zy,z € A,y € A,
Chitng minh ring hai nhém con khac khong bat ky ctia nhém
(Q, +) c6 giao khac khong.

Gia sit p 12 s6 nguyén t6 , Z(p*™) la tap con cia nhom Q/Z:

Z(p™) = {[%] €Q/Z | a,bEZ,b=pi,i_>_0},

trong dé [(—;] = %+Z. Chitng minh rang Z(p>) 14 nhém vé han

d6i v6i phép cong trong Q/Z.

Chitng minh ring nhém chi ¢6 mét s6 hitu han nhém con 13
nhém hiru han.

Néu H, K 1a hai nhém con ¢6 chi s hitu han trong nhém G sao
cho [G : H] va [G: K] nguyén 8 cung nhau thi G = HK.

Cho H va K la cédc nhém con clia nhém G, chimg minh ring
HK la nhém con ciia nhém G khi va chi khi HK = KH.

Cho A 134 mét nhém con cua nhém G va ¢ € G. Chilng minh
ring t&p hop aA = {az | r € A} 1A mdt nhém con ctia G khi va
chi khi a € A.

Gia sit G 12 m6t nhém xyclic cap n sinh béi phan tit a. Xét phan
tt b = a* € G. Ching minh:

a) Cap clia b bing g, v6i d 13 udc chung 1dn nhit cla n va k.

b) b 1a phan tit sinh ctda G khi va chi khi n vA k nguyén t6 ciing
nhau (Tl d6 suy ra s6 phan tif sinh cta G).

S6 phan ti sinh ciia nhém xyclic C, 13 bao nhiéu?

Gia sit a, b 12 hai phan tit cia mét nhém lan lugt ¢6 cp 1a r va
s, ngoai ra (r,s) = 1 v ab = ba. Chiing minh rang cip cta ab
bang rs.

Chitng minh ring nhém cé cap 13 s6 ch&n cé it nhait mot phan
tit cap 2.



4. Nhém con chuin tic - nhém thuong

4.1.

4.2.

4.3.

4.4,

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

Trén nhém G cho quan hé C xac dinh bdi aCb néu va chi néu
ab = ba. D6 ¢6 phai 1a quan hé tuong duong hay khong? Néu
dd 1a quan hé tuong duong hay mo ta cac 16p tuong duong
cua nob.

Néu H la nhém con duy nhét véi cdp cho trude cia nhém G,
chitng minh ring H 1a chudn tic.

Cho H la mét nhém con ctia nhém G. Chitng minh ring cé
tuong ing 1-1 gilta tap céc 18p ghép trai clia H trong G va tap
cac 16p ghép phai cia H trong G.

Tim céc 1dp ghép trai va 16p ghép phai cia
H ={(1),(12), (34),(12) o (34)}

trong Sy.

Nhém con xyclic {(1),(123),(132)} c6 1a chuin tic trong S4
khong?

Nhoém con

{(1),.(1234), (13) 0 (24), (1432), (13), (24), (14) 0 (23}, (12) 0 (34)}

c6 1 chudn tfc trong S, khong?

Fe n P P N P 2 - - P »
Tim tat cd cAc nhém con va nhém con chuén tic ctia nhém cac
phép thé Sj.

Gia sir S 1a mét tap con clia nhém G. Chitng minh ring tap con
C(8)={geG|gs=s9VseS}

la mot nhém con cla G. Nhém con C(S) duge goi 1a cdi tam
hod ctia S; trudng hgp dic bigt C(G) goi la tam cha G. Chiing
minh ring C(G) la nhém con chuan tic cla G.

Gia st A 12 mot nhém con ca nhém G ¢6é chi sb 2. Chitng minh
ring A 13 chuén tic.

Hai nhém con A va B cha nhém G dude goi 1a lién hop néu
tdn tai a € G sao cho B = a~! Aa. Chitng minh ring giao clia cac
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‘4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15,
4.16.

4.17.

4.18.
4.19.

4.20.
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lién hgp chia nhém con A cha G 13 mdt nhém con chuan tic
cua G. .

Gia st A, B 1a hai nhém con chudn tic cta nhém G sao cho
AN B = {e}. Ching minh ring ab = ba véimoia € Ava b€ B.

Hay chitng to rang tinh chit chudn tic khong bic ciu. Nghia
13 tdn tai ba nhém con A, B.C cia nhém G sao cho A chuan
tic trong B, B chuin tic trong C nhung A khéng chuan tic
trong C.

Gié sit A, B 1a hai nhém con chuén t4c ctia G. Ching minh ring
AN B, AB vd BA la nhimg nhém con chuan tic cia G. Hon
nita, AB = BA.

Cho G 1a nhém cip p*m, véi p nguyén t6 va (p,m) = 1. Gid stt
H 13 nhém con cap p* va K 1a nhém con cap p? vai 0 < d < k
nhung K khéng 13 nhém con cha H. Chung minh ring HK
khong la nhém con cia G.

Tim tam cna cdc nhém Djy, D,.

Véi hai phan tit a,b clia nhém G, ta goi aba™'b7! 1a giao hodn
t clta a va b. Chimg minh ring: '

a) Nhéom con G’ sinh bdi moi giao hoan tit cia G 13 mot nhém
con chuan tic cla G (nhém con nay duge goi la nhém con giao
hodn ti cha G).

b) Nhém thuong G/G’ 1a nhém aben.

c¢) Néu A 13 nhém con chuén tic trong G thi nhém thuong G/A
12 aben khi va chi khi G’ C A,

Hay xac dinh cac phan tl clla cAc nhém thuong:

a) Nhéom cdng 3Z trén nhém con 15Z.

b) Nh6m ¢dng 4Z trén nhém con 24Z.

¢) Nhém xyclic vo han sinh béi phan tit a trén nhém con sinh
bdi phan tdt a®.

d) Nhém nhan céc sé thuc khac khong trén nhém nhan céc sb
thuc duong.

Tim nhém cac hoan tif clia nhém céc phép thé S;.

Chitng minh ring moi nhém cip p™, trong dé p 1a sb nguyén t6,
déu chita mot nhém con cép p.

Cho G 1a mot nhém con cAp n va (n,m) = 1. Chiing minh ring



4.21.

4.22.

4.23.

4.24,.

4,25.

mol phan ti1 A cia G ¢6 mot can bac m, nghia la h = g™
mot g € G nao d6.

Ching minh rang:

a) Néu M 1a mot nhém con cia nhém G, N 1a nhém con chuin
tdc chia G thi tap hop

MN = {zy|z € M,y € N}

la mét nhém con cia G.
b) Néu M ciing ]a nhém con chuan tic ciia G thi M N 13 nhém
con chuén tic cha G.

Cho S 1a mot tap con cua nhém G va
Ng={g€G|gSg~' =S}

a) Ching té ring Ng 1a nhém con chia G (Ngs duge goi 1a cdi
chu@n hod cia S).
b) Néu K 12 mdt nhém con cia G va H la mot nhém con chuan
tdc cha K thi K C Npy.

c) Néu K 1a mét nhém con cha Ny thi

KH={ab|la€ K,bc H}

12 mot nhém va H 13 nhém con chuan tic cia K-H.
d) Cai chuan hod Ny cvia nhém con H 13 nhém con lén nhét
ctia nhém G nhan H lam nhém con chuén tic cla né.

Cho tap hop 4 = {(z,y) € R? z # 0} vsi R 12 tap céc sb thye.

Trén A xac dinh mot phép toan hal ngéi o nhir sau:
(z,y) o (u,v) = (zu, yu + v).
Chimng minh réng tap hop H = {(1,y) | v € R} 12 mdt nhém

con chuan tic trong A.

Goi C* la nhém cac sb phite khéc khong dudi phép nhan va W
la nhém nhan cac sé phitc theo médun don vi. M td C*/W.

Nhém G dugce goi la méta aben néu né ¢6 mot nhém con chuan
tdc K sao cho cd K va G/K déu giao hoan.
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4.26.

5.

a) Chimg minh ring moi nhém con va nhém thudng clia mot
nhém méta aben la méta aben.

b) Chitng minh réng G 13 méta aben néu va chi néu nhém giao
hoén tit G' 1a giao hoan.

Nhic lai ring, tAm Z(G) ctia mét nhém G duge dinh nghia béi

Z(G)={2€ G| zg =gz vdimoi g € G}.

Cho K C Z(G) 12 mgt nhém con. Chitng minh ring
a) K la chuan téc trong G.
b) Néu G/K la xyclic thi G 1 giao hoan.

Dong cidu nhém

Trong cdc bai tdp tit 5.1 dén 5.4, hiy kiém tra dinh nghia cia mdi dnh
ze la hap lf. Xdc dinh trong sé dé dau la dong cdu nhom, va khi do
hay tim hat nhdn va dnh cia né. Phan tf cia Z, chia z duge kij hiéu
la [x],.

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

46

f i Zya — Zyy, trong d6 f([z]i2) = [z + 112

f: Cia = Cyq, trong d6 f(g) = ¢°.

fiZ— Zy X Ly, 8d6 f(x) = ([z], [z]a).

f : ZB 4 Zz, 6 dC’) f([fl']g) = [.’B]2

Chimg minh ring mdi anh toan chu ciia mat nhém xyclic 1a
xyclic.

Cho vi nhém cong N, nhém coéng Z va phép nhing ty nhién
i:N — Z. Néu A 1a mét nhém va f : N — A la dong cau cla
cac vi nhém thi tdn tai duy nhit déng ciu nhém f/: Z — A
sao cho f = f'o1. . '

Cho A 1a nhém con chi 56 hitu han trong nhém G. Chitng minh

ring tén tai mot nhém con chudn tdc B cia G chda trong A
sao cho chi s ciia B trong G 14 hitu han.

Cho ddng cau nhém



5.9.

5.10.
5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.-

5.16.

5.17.

p:% — Z
r — 6.

Hay tim Kery va ¢~ 1(12Z).

Trong nhém céng cac s6 nguyén Z, chitng minh ring:

a) mZNnZ = bZ, trong dé b 13 bdi chung nhd nhit clia m va n.

b) mZ + nZ = dZ, trong dé d 1a udc chung l6n nhat cha
m va n.

c) mZ/nmZ = Z/nZ.
Tim moi déng cu tit (Z, +) dén (Q, +).

(Z.. +) c¢6 dang cau vdi (Q7,-) hay khong, trong d6 Q* = Q\ {0}.
Hay giai thich.

(R.+) c6 ding cAu vai (R*, x) hay khong, trong dé6 R* la tap
cac sd thuc duong? Cho giai thich.

C” 13 nhém nhan cac sé phitc khac khong, H 1a tap hop cac
sb phitc ctia C* nidm trén truc thye hoac truc do. Chitng minh
ring H la nhém con clia C* va nhém thuong C*/H dang céu
v6i nhém nhan U céc sé phitc ¢é6 mddun bing 1.

Chttng minh ring nhém thuong (R/Z,+) ddng ciu véi nhém
nhan U céc sé phitc ¢6 mddun bing 1.

Cho hai nhém xyclic A = {a), B = (b) lan lugt sinh bdi cac
phan t a,b cé cp tuong ting 1a m,n. Cho f : A — B 1A mét
déng chu.

a) Chitng minh rang f(A) 13 nhém xyclic sinh béi f(a) va cip
cha f(a) Ja mot ude chung ca m va n.

b) Hay chi ra cac tu ddng ciu clia nhém Zs.

Chimg minh ring déi véi phan tit g clia nhém G, tuong ng
n — g" 12 mdét déng cAu nhém tix Z téi G va la, déng cau duy
nhidt Z — G véi 1 — g.

Hay tim tat c3 cac ddng chu ti:

a) M6t nhém xyclic cip n dén chinh né;

b) Mot nhém xyclic cAdp 6 dén mot nhém xyclic cip 18;
c) Mot nhém xyclic cip 18 dén mét nhém xyclic cap 6.
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5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

5.24.

5.25.

48

Tim tét c& cdc ddng cAu nhém tir:
a) C3 V30 C4.
b) Z vio Za.
c) Z vao Dy.

Ky higu Aut(G) 13 nhém tit ci cic ty ding ciu clia nhém G.
Chitmg minh ring:

a) Aut(Ze) = Z,,

b) Aut(Z) = Z,.

c) (23, x) = (Ze, +).

Chitng minh r3ng moi nhém xyclic vé han déu ¢é ding hai ty
déng céu.

Chitng minh néu hgp thanh clia hai dong cdu ¢ : G — H,
h: H — K la mot dang céu thi

a) g 12 mét don ciu,

b) h 12 mot toan chu,

¢) H = (Img)(Kerh) = (Kerh)(Img) va Img N Kerh = e.

Déi véi toan chu f : G — H va nhém con B ciua H, hiay ching
t& B chuan tic trong H khi vi chi khi f~!(B) 1a chuan tic trong
G va khi dé hay chitng minh

G/f~\(B) = H/B.

Chitng minh ring néu A 13 mét nhém con chuan tic ctia nhém
G thi tdn tai mot song 4nh tir tap hgp cdc nhém con chudn téc
cta G chita A lén tap hop cic nhém con chuén tic cua G JA.

Nhém con chudn tic H dudc goi la nhém con chudn tdc téi dai
clia nhém G néu H # G va véi moi nhém con chuén téc K cla
G,K D H, K # H thi K = G. Chitg minh ring H 13 nhém
con chuan téc téi dai ciia G khi va chi khi nhém thuong G/H
la mét nhém don.

Cho G 1a nhém xyclic cip nguyén t6 p. Chitng minh ring moi
phan tit ctia X, khac don vi, déu 14 phan ti sinh cia G va moi
Anh xa

wr: G — G

I'—'Ik



déu la tur ddng cdu clla G, véi k 1a sb nguyén duong thod méan
0<k<p. _
5.26. Cho X va Y 12 hai nhém xyclic ¢6 céc phan t sinh theo thit t
la z va y, vdi cac cAp tuong img 12 s va .
a) Chitng minh quy tic  cho tuong ing mdi phan t\t z" € X
véi phan ti (y*)™ € Y, trong dé k 13 mét sb tu nhien khac 0 cho
trude, 13 moét dong ciu khi va chi khi sk 12 boi eda t.
b) Chitng minh néu sk = mt va ¢ 14 don chu thi (s, m) = 1.
5.27. Cho X,Y la hai nhém aben hitu han, f : X — Y la mét
ddng cidu nhém, A la mot nhém con cia X. Goi B = f(A) va
K = Kerf N A. Chiing minh ring:
a) Tuong itng

X/A — f(X)/B
zA ~ f(z)B

13 mét toan cdu nhém.
b) [X : A] = [f(z): B][Kerf: K].

5.28. Gia sit A 14 mot nhém con chuin tic cla nhém G sao cho
G/A = Zs va A = Z,. Chitng minh ring G = Z,,.

5.29. Tim tat ca cac 1dp ding ciu clia cadc nhém cép 10.

5.30. Trén tap hgp G = Z3 ta xac dinh mét phép toan hai ngdi nh
san:

(K1, ko, k3)(h, Doy 13) = (b + (=)0, ky + 1o, ka + 13)

Chitng minh ring:

a) G cang vdi phép todn hai ngdi trén la mot nhém.
b) Nhém con A = ((¢,0,0)) 14 chuan tic trong G.

¢) G/A = Z[).

5.31. Chitng minh ring c6 mot déng ciu duy nhét tit nhém cdng céc
s6 hitu ty Q dén nhém céng cac sé nguyén Z. Ti dé suy ra Q
khong phai 1a mot nhém xyeclic.

5.32. Tim nhém cac ty déng ciu cta 4-nhém Klein.

5.33. Tim nhém cac ty ding ciu clia nhém Ss.

5.34. Cho A 1a mdt nhom cong aben. Ky higu End(A) la tap tt ca
cée tyf ddng cAu cia nhém A. Ching minh:
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5.35.

5.36.

5.37.

5.38.
5.39.

50

a) End(A) 1a mot nhém aben véi phép cong sau:
Vf,g € End(A). (f +y)(a) = f(a) +g(a),Va € A.

b) End(Z) = Z, vé6i Z la nhém céng cic sb nguyén.

c) End(Q) = Q, véi Q 1 nhém céng cac sd hitu ty.

Cho m,n 1a hai s nguyén duong va d Ja udc chung 16n nhét
cua chiing. Ching minh ring tap hop Hom(Zy,, Z,) cac dong
cAu nhém tit Z,, dén Z, 1A mot nhém véi phép cong cic ham
va dang chu véi Zg.

Cho nhém G. V6i m8i phan tit a € G ta xét anh xa

fo: G — G

r — ara”

Ching minh rang;

a) f. 1a mot ti ding ciu cta G, goi la tu ddng cdu trong xac
dinh bdi phan tif a.

b) Tap hop céc tif ddng clu trong clia G lap thanh mot nhém
con clia nhém céac tif ddng cAu ciia G. Ching minh ring nhém
con H cta G la chuan téc néu va chi ndu f,(H) = H véi moi tu
dang cau trong f, cla G.

¢) Nhém céc tit ddng cu trong ciia G dang ciu véi nhém thuong
G/Z(G) véi. Z(G) la tam cta nhém G. '
Cho céc dong cAu nhém f: K — H.g: G — K, trong d6 f 1a
moét toan cdu. Ching minh ring cac didu kién sau day 13 tuong
duong:

a) Ton tai mét déng cAu h: H — K sao cho g = ho f;

b) Kerf C Kerg.

Néu moét trong cac diéu kién dé duge thod méan thi:

¢) h la duy nhét;

d) h 14 don anh néu va chi néu Kerf = Kerg;

e) h 1a toan anh néu va chi néu g 1a todn anh.

Tim bén nhém con khac nhau cia Sy dang clu véi S;.

Cho G 1a mét nhém aben hitu han v p 12 mot sb nguyén t6 sao
cho g¥ = e véi moi ¢g € G, chitng minh rang G dang ciu véi Z,
vdl 80 nguyén n nao do.
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5.40.

5.41.

5.42.

Cho
G,,:{(Z 2) EMQ(ZP)|ad-bc=1}.

Néu p 1a mdt sb nguyén td, ching minh ring G, 1a mét nhém
¢6 cAp p(p? — 1) va tim mot nhém déng chu véi Gy.

Cho G 1a nhém sinh bdi c4c ma tran ( _01 (1) ) va ( (1) é >
v6i phép nhan ma tran. Chitng t6 rang G 12 nhém khéng aben
cAp 8. N6 ¢6 dang ciu vdi nhém D, hay véi nhém quatecnion
Q hay khong?

Cho nhém G, héy tim cdp (A, ), trong dé A la nhém aben,
a: G — A la dong ciu nhém sao cho cap (A, @) cb6 tinh chat:
d6i véi mbi cap (H, h) trong d6 H 1a nhém aben, h: G — H 1a
déng cau nhém thi ton tai duy nhat f: A — H saocho h = fa.
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Chuong 111

CAU TRUC NHOM

1. Tich truce tiép

Néu A va B 1a hai nhém thi tich Dé-cac
Ax B={(a,b)|ac Abe B}
lap thanh mat nhém cung véi phép toan hai ngdi cho bai

(a,b){(z,y) = (az. by).

Nhém A4 x B dude goi 13 tich truc tiép cua A va B.

Dinh nghia tich tryc tiép dude md rong mdt cach tit nhién cho mot
ho (G; | ¢ € I) cac nhém, véi tap chisé I tuy §. Tich Dé-cac [[G; gom
1

tAt ca cac ho (a;), v6i a; € G;,1 € I, 1a mot nhém vai phép toan nhan
theo ting thanh phén, nghia la

(a:)(bi) = (asby).

Ta goi nhém nay la tich truc tiép clia ho cdc nhém (G;). Nhém con

cha [[G; gom tht ca cac ho (a,), sao cho chi c6 mot sb hitu han a,
1

khac don vi, duge goi la tich truc tiép yéu ctia ho G,. Hién nhién ring,
tich tryc tiép yéu ctiia ho Gy triing vdi tich tryc tiép cta ching khi va
chi khi tap chi s6 I hitu han. Trong trudng hop cAc nhém G; 1a aben
ta thudng néi téng truc tiép thay cho tich tryc tiép yéu.

Gia stt A, B 13 hai nhém con chuan tic cia nhém G. Ta néi rang
G phan tich dugc thanh tich truc tiép cia A v B néu G = AB va
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AN B = e. Khi d6 ta ciling néi ring cic nhém A. B 1a cac hang ti truc
tiép clla nhém G. Néu G phan tich dugc thanh tich truc tiép cia hai
nhdm con chuén tdc A, B thi méi phdn 4 cia A déu giao hodn dugc
v mbi phin t¢ cia B va mdi phan tif cia G viét dudc mot cich duy
nhdt dudi dang ab,a € A,b € B.

Lién hé giita sy phan tich mdt nhém thanh tich trye tlep vdi tich
tryc tiép cla hai nhém ta cé: Nhém G phén tich dugc thanh tich tryc
tiép ciia cic nhém con chudn tdc A va B néu va chi néu dnh za

p:AxB - G
(a,b) — ab

la mgt ddng cdu. B8i vay, khi G phan tich duge thanh tich tric tiép
cna A va B ta cling néi ring G 1a tich tryc tiép cia A vA B vA ky
hidu A x B ma khong so ¢é sy hiéu 1lam nao. Sy phan biét hai khai
niém nay sé duge hiéu trong timg tinh hudng cu thé. Néu G 1a mot
nhém aben va phép todn trong nhém G ky hiéu bdi + thi ta ky hiéu
G = A® B thay cho A x B va goi G la tong truc tiép cia A va B.

Néu f: A — X,g: B — Y la hai dong cAu nhém thi 4nh xa

AxDB — XxY
(a,b) — (f(a) g(b))

ciing 1a mot déng cau va dude ky higu bai f x g.
Néu A, B lan luat 12 nhém con chudn tic cha céc nhéom X, Y thi

tich truc tiép A x B 1a nhém con chudn tic cda tich tryc tiép X x Y
Vi

(X xY)/(Ax B) = (X/A) x (Y/B).

2. Nhém déi xitng

Trude hét ta nhic lai khai niém vong zich. Néu ay,aq,...,am,
1 < m < n, 1a cac phén tit phan biét ctia tap hop {1,2,...,n} thi phép
thé [ cho béi f(al) = Q3, f(a2) = as,..-, f(am—l) = Om, f(a'm) = @y,
va f(z) = z néu z ¢ {a1,ay,...,an}, dugc goi 1a moét vong xich do
dai m, hay mot m-xich. Ta ky hiéu vong xich nay béi (a; as ... an,).
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M&i m-vong xich trong nhém S, c6 chp m. Vong xich cé do dai 2,
f = (i j), duge goi la mot chuyén tri. Hai vong xich duge goi 1a déc
lap néu chiing khéng c¢6 phan tit chung.

Méi phép thé khic phép dong nhdt la tich cia nhiing vong zich déc
lap. Va mbi phép thé déu c6 thé phan tich dugc thanh tich nhing phép
chuyén tri.

Trong moi dang phdn tich mdt phép thé da cho thanh tich cdc
chuyén tri thi tinh chdn 1€ cia s6 cdc chuyén tri la khong thay déi.
Mot phép thé duge goi 13 chdn néu né duge phan tich thanh tich cia
mdt s6 chin cc chuyén tri va duge goi 1a lé trong trudng hop ngudc
lai. Tap hop A, tit ca cic phép thé chin bac n lap thanh mét nhém
con cua nhém déi ximg S,. Nhém con nay duge goi 12 nhdm thay
phién. Nhém thay phién A, la nhém con chi sé 2 trong S, va do dé
la nhém con chuéan tic cida S,.

Dinh ly Cayley: Méi nhém G déu ddng cdu véi mét nhém con cia
nhém dbi zing S(G) cia né.

3. Nhing mgt ni¥a nhém vao nhém

Dé c6 thé nhing nita nhém S vao nhém G thi S phai thod méin
luat gian ude:

Tu ac = be eing nhu tit ca = cb suy ra a = b.

Diéu kién cin nay ciing la didu kién du trong trudng hgp nita nhém
giao hoan.

Gid si A la nia nhém aben va S la mia nhém con cia A gom céc
phan ti chinh quy theo nghia

ax =br =>a=>b, vdiz € S;a,be A

Khi dé c6 thé nhing A vao vi nhém aben G sao cho moi phan ti

cia S déu cé phan ti nghich ddo trong G.

Méi nita nhém aben A vdi ludt gidn wdc déu c6 thé nhing vao mmét
nhém aben G. Khi d6 méi phan ti cia G viét dugc dudi dang ab™',
vdt a, b thuoe A.
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4. Tac dong cuia nhém trén mét tap hgp

Cho G 1a mdt nhém vdi don vi e va X 1a mot tap hgp nao dé.
Nhém (G, +) duge goi 1 tdc déng 1én tap X néu c6 mgt anh xa
GxX — X,
(g,z) — gz

sao cho véi moi g,h € G vamoi z € X ta co

(gh)x = g(hz)
er =
Khi d6 X duge goi 1a mot G—tap.
Maéi tde dong cia nhém G lén tap X hoan toan dugc zdc dinh khi
va chi khi dé cho mot dong cdu nhoém

w:G— S(X)

trong dé S{(X) ky hiéu cho nhom déi ming cia tdp X .

Nhom G dudc goi 1a tac dong trung thanh len tip X néu déng ciu
nhéom p : G — S(X) 12 mot don ciu. Khi d6 phan tir cta G, gitt ¢b
dinh moi phan tir cda X, chi 14 don vi e cta G. Do ¢ don cdu nén G
dang cau véi dnh Imyp. va vi vay ta c¢6 thé dong nhat G véi Imp va
xem G nhu mét nhém con cua S(X).

Néu G téc dong lén tap X va z € X thi tap
G:r={9€G|gz=1zx}
13 m6t nhém con cia G. Nhém con G, duge goi 1a edi 6n dinh cda 2.
N6 1a tap céc phan tit clia G, giit nguyén x.
Tap tat ci ca¢ anh cila mot phan tit z € X duéi tac dong cia
nhém G dugc goi la qug dao ciia z theo G va duge ky higu béi
Gr = {gz | g € G}.

Nhém con gHg™! dugce goi 1a lién hap véi H bdi g. Mdi quy dao cia
H gdm tét ca cic nhém con clia G lién hop véi H. Nhém con én dinh
déi véi H la

Gu={9€G|gHg™"' = H}.
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Nhém con nay duge goi la cdi chuan hod cda H, va H la nhém con
chuan tic cia nhém nay.

Néu X la mot G—tap thi X duge phan hoach bdi cic quy dao
Gz.z € X, va v8i moi z € X ¢6 mdt song anh

p:G/G; — Gz.

Dic biét, néu G 13 nhém hitu han thi v8i mdi phén tit z € X, ta ¢6

1.

|G =1 G: || Gz |.

Bai tap

Tich truc tiép

Trong cdc bai tgp tie 1.1 dén 1.4, cdp nhém nao la didng cdu? Vi sao?

1.1.
1.2,
1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.
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Ze VA 2o X Zs.

Ceo va Cig x C.

D, va C, x C,.

Ty % Ty va {d:l,:ti, 1\;, 1\;{}‘

Cho hai nhém G vi H. Ching minh ring néu G x H 13 nhém
xyclic thi G va H la ciing 14 nhitng nhém xyclic.

Cho X va Y la nhing nhém xyclic c6 cip tuong 1ing 12 m va n.
Ching minh ring X x Y 1a mat nhém xyclic khi va chi khi m
vA n nguyén tb cling nhau.

Chmlg minh réng moi nhém clp 4 hodc ding chu vdi Z4 hoac
dang ciu véi Zy x Z,.

Cé6 thé phan tich Z thanh tdng truc tiép cia hai nhém aben
khong?

Chitng minh rdng néu f : G — H 1a mot toan cAu nhém vi
néu A 13 mét nhém con chuin téc cha G sao cho cdi thu hep
k= f |4 12 mot déng cAu thi G phan tich dugc thanh tich tryc
tiép clia A vd hat nhan B = Kerf.



1.10. Cho B.C 14 hai nhém aben. Ching minh réng néu : B — C
va 4 : C — B 1a nhitng déng ciu thod min didu kién Bovy = idc
thi B = Kerg @& Imy.

1.11. V6i cac nhém G va H bat ky, chimg minh ring:

(Gx H)G=H v (GxH)/H =G,

Qe
[N
9\

G = {(9,e)€GxH|geG}
H = {(e,h) e Gx H|he H)}.

1.12. Cho X va Y la hai nhém. Chiing minh ring:

a) X xY la mot nhém giao hoan khi va chi khi X va Y 13 nhing
nhém giao hoan.

b) Tam cia nhém X x Y la Z(X) x Z(Y), vé Z(X), Z(Y) lan
lugt 13 tam cia nhém X va nhom Y.

1.13. Cho ba nhém X,Y,Z hai anh xa f : X - Y, g: X — Z.
Anh xa h: X - Y x Z duge xac dinh bdi: h(z) = (f(z), g(z)).
Chimg minh ring:

a) h 14 mét déng clu khi va chi khi f va ¢ 1a nhitng déng céu.
b) Néu f hoiic g 12 mot don chu thi k cling 12 mét don cdu. Néu
h 13 mat don chu thi cé suy ra duge f, g 1a don cdu khéng?

c) Néu h la mot toan ciu thi f va g la nhimg toan cAu. Néu f
va g 1a nhing toan cau thi h c6 la mét toan cau khong?

1.14. Chitng minh r3ng d6i v6i mdi nhém L vh mbi cap déng ciu
nhém g : L - G,g' : L — G’ déu tén tai dong cAu duy nhit
h: L — G x G’ sao cho biéu dd sau giao hoén

G+ oxog L

nghia la g = po h,g’ = p’ o h, trong d6 p,p’ 12 cac phép chiéu
tu nhién.
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1.15.

1.16.

1.17.

2.1.
2.2.

2.3.
2.4.
2.5.

58

Gia sit G 13 nhém nhan cdc ma tran vudng cip 2 khéng ky di

~ F4 ~ 2 P - X 0 Pa A
trén trudng so hitu ty. Ching minh ring a = ( c6 cap

1 0

4vab= ( _01 __11 ) c6 cip 3 nhung ab cé cip vé han. Ngugc
lai, ching t6 riing nhém cong Z; @ Z chita phin ti cic phan ti
khac khoéng a, b c6 cip vé han nhung a + b ¢6 cAp hitu han.
Cho moét ho khac réng nhing nhém (X,);-; ma cac phép toan
ky hiéu bing diu nhan. Ching minh ring tap hop tich Dé-cac
X =[] X, véi phép toan xac dinh nhu sau

el

(xz)zel (yt iel = (Izyt)zel

la mot nhém (goi la tich tryc tiép cta céc nhém X;).

Gia st (X;)ies 18 mét ho khac réng cac nhém va X = []X; la
icl
tich truc tiép cfia ho (X;)ies- Céc 4nh xa p;.i € I cho boi

pi: X — X
T — I,
a} Chitng minh réng p; 13 toan cau véi moi : € 1.
b) Cho nhém Y va cho ho déng céu (f; : Y — X;,i € I). Chitng

minh ring ton tai duy nhét déng cAu f : Y — X sao cho véi
moii€ ltacd f=mp;0f.

. Nhém déi ximg

Tim cip cha mbi phin ti cia nhém thay phién A,.

Nhém con xyclic {(1),(123),(132)} c6é 1a chuan tic trong Aq
khong?

Tim nhém con cia nhém A, ding ciu véi 4-nhém Klein.
Hai nhém Dy va A4 c6 déng ciu khong? Hay gidi thich.

Chitng minh ring moi nhém cip 6 hoac ding cdu véi nhém
(Zg. +), hosc déng cAu véi nhém Ss.



2.6.
2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

Chitng t6 ring Z, x Zy ¢6 6 ti ding chu va Aut(Z, x Z,) = S;.

Chitng to ring tap hop {f\, f2, ..., fs} cac ham tut R\ {0, 1} dén
chinh né véi phép toan hop thanh la ddng ciu véi Ss, trong dé

\]

Q|-

Hhiz)=z, flz)=1-z, fa(z)=

1 1 ,
fa@) = 1=~ fif@) = ==, fela) = -

T
-1

Chitmg minh ring nhém thay phién A, khéng chita nhém con cip
6 (Bai tdp nay chitng t6 rdng ménh dé ddo cia dinh lfj Lagrange
la khéng ding).

Cho 7 la r-vong xich trong S,,, chitng minh réng p~!omop ciing
13 mot r-vong xich dbi véi méi p thuac S,,.

Tim t4t c& 10 nhém con ctia A4 va vé bidu dd quan hé theo quan
hé bao ham.

Cho G la mdt nhém con cia S, vi G chita mot phép thé 18,
ching minh riing G chita mot nhém con chuan tic ¢ chi sé 2.

Chimg minh réng
K = {(1), (12) 0 (34), (13) o (24), (14) o (23)}
12 mot nhém con cia S, ding chu vdi 4-nhém Klein. Ching

minh ring K 1a chuan tdc va S,/K = Sj.

Cho K 1a nhém dugce cho trong Bai tap 2.12, ching minh.rang
K 1a chuan téc trong A va A;/K = C;. Diéu nay chimg minh
Ay khong phai 1a nhém don.

Cho f: S, — Sp41, 6 A6 f(7) 13 phép thé trén {1,2,...,n + 1}
xac dinh bdi f(m)(i) = (i) néui <nva f(nr)(n+1)=n+1.
Hay cho biét f c6 phai la mot déng cau hay khong? Tim anh
va hat nhan clia né (néu cé).

Chitng t6 réng S, sinh bdi cic phan ti
(12),(23),...,(n=1n).

Chimng t6 riing S, sinh béi cdc phan t¥ (12 3... n) va (1 2).
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2.17. Chitng t6 ring nhém S, sinh bdi cic phdn t1 (123... n — 1)‘

va (n—1 n).

2.18. Chiing t6 ring A, sinh béi cac cac vong xich dé dai 3.

2.19. Gid s\t ¢ = 0,04...0% 14 tich clia nhing vdng xich doc lap trong

nhém déi xitng S,,. Ching minh riing cip cta o 1a boi s6 chung
nho nhat cia cac cap o;.

3. Nhing nita nhém vao mdt nhém

3.1. M6i mot nita nhém aben A véi luat gidn uwdec déu c6 thé nhing

duge vao mot nhém aben G, trong dé mdi phan tit ctia G déu
viét duge dudi dang ab™!, véi a,b € A. Hay xac dinh G trong
cac truong hop sau day:

a) A= (N, +);
by A=(N,.);
&) A=(Z,.).

3.2. Cho M 13 vi nhém giao hoan thod man ludt gidn udc. Hay ching

minh ring ton tai nhém aben A va ddng chu k : M — A cla
cic vi nhém véi tinh chdt phé dung sau: Vi méi nhém B va
mdéi dong cdu vi nhém f : M — B ton tai dong cau nhém duy
nhat f': A — B sao cho f = f/ o k.

4. Tac dong cia mét nhém trén mot tap

4.1. Cho nhém G. Chitng minh r3ng G 1a mét G—tap véi mbi tac

dong sau:

a) GxG— G, (g,z) gzg~! (phép lien hop).

by GxG— G, (g,z) — gz (phép dsi).

Hay xac dinh c4c nhém con 8n dinh G, va céc quy dao Gz trong
mdi trudng hop trén.

4.2. Ching minh ring (R*, ) tdc dong lén R™! bdi phép nhan vé
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4.3. Cho nhém G va S la tap moi nhém con ciia G. Chiing minh
rang:
a) S 1a mat G—tap vdi tac dong

GxS—3S, (g,H) gHg .

b) Sé cac nhém con lién hgp v6i nhém con H bing chi s6 clia
céi chudn héa Ny trong G.
Vidi cac Bai tap 4.4, 4.5, goi

Z;, = {[«] € Z,, | UCLN(z,m) = 1}.

S6 cdc phan tit trong tap hop nay duoc ky hiéu la p(m) va duge goi la
p-ham Buler. Vi du, ¢(4) = 2 va p(8) = 4.

4.4. Tim cac nhém trong 86 Cy, Cy, Cy X Cq, Cy x Cy x Cy, Dy, Sy
dang chu vai (Z,-), (Z3.-), (Z%,,-) va (Z5, ) va md ta cac ding
cau dé.

4.5. Chitng minh ring néu UCLN(a,m) = 1 thi ¥ = 1 mod m.
[Két. qua nay duge tim ra béi Leonhard Euler (1707 -1783).]

4.6. Ching minh rang néu p 1a sb nguyeén té thi vdi moi sd nguyén
a ta ¢6 a? = a mod p.

[Két qui nay dude tim ra bdi Pierre Fermat (1601 - 1665).]

4.7. Cho S 13 moét G—tap. Chitng minh rang:

a) Néu hai diém z,y € S thudc cing mot quy dao thi cac nhém
con én dinh cia chiing lién hgp.
b) Néu S 1a tap hiru han thi

S=> [G:G.)

rel

trong dé I 1a tap cac dai dién cho cac quy dao khac nhau, con
|G : G.] |4 chi $6 ciia nhém con G, trong'G.

4.8. Cho G la nhém hitu han cap p*, p 1 s6 nguyén t6, n 1a sb nguyén
duong. Hay ching minh tam Z(G) # e. T d6 suy ra ring moi
nhém hitu han cip p? déu 12 nhém aben.

4.9. Néu G 13 mét nhém cé chp 35 tac dong lén mot tap hop S c6
13 phan tit, hay ching minh ring G phai ¢6 mot diém cé dinh,
nghia la mét diém x € S sa0 cho gz = z vdi moi g € G.
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4.10. Cho G 1a mot nhém c¢6 cap p” téac déng 1én mot tap hop cé6 m
phén ttt, chitng minh ring G ¢6 mét diém ¢ dinh néu p khong
chia hét m.

4.11. Gia st H va K la hai nhém con cia nhém hitu han G. Dat
HK = {hk | h € H,k € K}. Chiing minh rang

_ H[K]

|HK| = ——.
|HN K|
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Chuong IV

VANH VA TRUGNG

1. Dinh nghia va vi du

Tap hgp R cing véi hai phép toén hai ngéi, dugc viét nhu phép
cong (+) va phép nhan (x) théng thudng, duge goi 1d moét vanh néu
cac didu kién sau duge thoa man:

(i) {R.+) la mdt nhém aben,

(i1) (R. x) la mot nita nhém,

(iii) Phép nhan phan phdi vé hai phia déi v8i phép cong, nghia la:

ax{(b+c) = axb+axc
(b+c)xa = bxa+cxa

vdi moi a, b, ¢ thudc R.

Vanh R dugc goi 1a giao hodn néu phép nhan trong R c6 tinh chét
giao hodn: a x b = b x a, vdimoi a, b € R. Vanh R dugc goi 1a ¢ don
vi néu phép nhan cé don vi. Phan tit trung hoa ciia phép cong duge
goi 1a phan ti khéng cia vanh R va ky hiéu bdi 0. Néu R 13 vanh c6
don vi thi phan tit don vi dugeky hiéu bdi e hodc 1.

M&i vanh R déu cé tat ci cic tinh chat clia mét nhém céng giao
hoan va thod man mét sd tinh chit co ban sau: '

1) Voimoiae R, 0xa=ax0=0.

2) Néu vanh R cd don vi 1 va cé nhiéu hon mot phén ti thi 1 #£ 0.

3) Vdi moi a, b, ¢ thuoc R ta co:

alb—c) = ab—ac

(b—cla = ba—ca.
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4) Trong R c6 ludt phan phdi suy rong, nghia la vdi moi phan tu
a, by, ba, ..., b (n > 2) thudc R ta c6:

n

a En: bi = Z abi,
=1

i=1]

(Z b,-) a=) ba.
i=1 i=1
5) Quy tdc vé dau: Vdi moia,b thugc R
a(—b) = (—a)b = —ab; (—a)(-b) = ab.

6) Ddi vdi moi s6 nguyén n va moi phin ti a,b thuéc vanh R:

n(ab) = (na)b = a(nb).

Phan ti a # 0 thuéc vanh R dudc goi 12 mét wdc bén trdi (tuong
tng bén phdi) clia khéng néu tén tai b € R,b # 0, sao cho ab = 0
(tuong tng ba = 0). Néu a vira 1 udc bén trai, vira la udc bén phai
cia khong thi a dugc goi la wde cua khong.

Hai tinh chét sau la tuong dudng trong modt vanh giao hoéan, cé
don vi 1 # O

(i) R khong co uwdc cia khong.

(ii) Phép nhén trong R c6 luat gidn wdc cho nhitng phan ti khdc
khong.

Vanh R duge goi 13 mot mién nguyén néu né 13 vanh giao hoan,
c6 don vi 1 # 0 va khong ¢6 udc cua khéng. Vanh F duge goi la mét
trudng néu F' la mat vanh giao hodn, ¢6 don vi 1 # 0 vA moi phan ti
khac 0 clla n6 déu kha nghich (theo nghia ¢é nghich dao déi véi phép
~ nhan). Mgt cdch tuwong duong, tap hop F' cung véi hai phép toan ky
hiéu bdi +, x 14 mdt trudng néu:

(i) (F,+) 14 mét nhém giao ho4n véi phan tit trung hoa 0,

(if) (F*, x) la mpt nhém giao hoén, trong dé6 F* = F\ {0},

(iti) Phép nhan phan phéi véi phép cong.

Méi truong déu la mot mién nguyén, va nguoc lai méi mién nguyén
hitu han la mét truong. Néi riéng, vanh Z, la truong khi va chi khin
la mot s6 nguyén to.
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Cho A la mét tap con on dinh déi véi phép cong va phép nhan cia
vanh R. Néu A ciing v6i cdc phép toan cAdm sinh la mét vanh (tuong
ing, 14 moét trudng) thi A duge goi 12 mot vanh con (tuong tng, la
mot trudng con) cua vanh (trudng) R. Tap con A cda vanh R la mot
vanh con cia R khi va chi khi thod man cdc diéu kién:

(i) 0 € A,

(i) Va,be A=>a—-be Avaabe A

Tap con A cua truong F la trudng con cia F khi va chi khi thod
man cdc diéu kién:

(i)0e A1 € A,

(i) Va,be A= a—-be A,

(i) Va, b€ A, b# 0= ab™! € A

Trong dinh nghia cia ching ta mot vinh khong nhét thiét phai co
don vi. Tuy nhién, néu A 13 mét vanh con clia mién nguyén R, va cé
don vi thi don vi d6 trung véi don vi ctia R.

2. Idéan, vanh thuadng

Vanh con J cha vanh R dugc goi la idéan trdi (tuong tng, phdi)
cia R néu ra € J (tuong ing, az € J) véi moi a € J,x € R..Néu J
vita 13 ideéan trai vira la idéan phai cia vanh R thi J dugce goi 1a idéan
ctia R. D6i véi tap con J khéac réng clia vanh R cic diéu sau la tuong
duong:

(i) J la idéan cda R.

(ii) Névwa,be Jvare Rthia—be J vaar,za € J.

Néu I 13 idéan cia vanh R, chita don vi, thi I tring v6i vanh R.

Cho M 1a mot tap con cia vanh R. Giao cia ho tat ci cac idéan
cia R chita M 1a mot idéan bé nhit cta R, chita M. Idéan nay duge
goi la idéan sinh bdi M, ky hieu (M).

Néu M la mot tap hitu han thi idéan sinh boi M dudc goi la idéan
hitu han sinh. Néu M = {a} thi idéan sinh bdi M dugc goi 1a idéan
chinh sinh bdi phan tit a vh ky hiéu don gidn 14 (a). Dac bigt khi
M = 0 thi idéan sinh bdi tap réng la 0.

Néu R la mét vanh giao hodn cé don vi va ay,ay, ...,a, ld n phin
ti thuoc R thi idéan sinh bdi tap hop {ai,as,....,an} ld
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A= {.’L']CL] + Toay + ... 13"0,“11',, € R}

Mot trudng ¢6 thé duge dac trung béi cac idéan ciia nd: Mot vanh
giao hodn khong tam thuong R la mot truong néu va chi néu 0 va R
la tat cd cdc idéan cia nd.

Cho [ va J 1a hai idéan cda vanh R. Khi dé

I+J={a+blaelbe J},

IJ = {Zaib, | a; € 1,b; € J,n> 1}

-1
13 nhitng idéan clla R, va dudc goi tuong vng la tdng, tich cta hai
idéan I, J.

Ro rang déi véi hai ideéan I, J ta ludn ¢6 IJ C I N J. Trong vanh
cac sb6 nguyén Z téng mZ + nZ la idéan chinh dZ, véi d 13 udc chung
16n nhit cia m vi n. Giao mZ N nZ 1a idéan chinh bZ, vdi b 1a boi
chung nhé nhat cia m va n. Hon nita, ta con ¢6 (mZ)(nZ) = mnZ,
" va do dob

mZ N nZ = (mZ)(nZ)
khi va chi khi m,n nguyén té cing nhau.

Néu J 1a mot idéan ctia vanh R thi tuong (mg

(R/J)x(R/J) — R/J
(r+Jy+J) — zy+J

13 mot anh xa. Hon nia, nhém thuwong R/J tré thanh mot vanh véi
phép nhan
(z+Ny+JI)=ay+J
Vanh R/J duge goi a vanh thuong cua vanh R theo idéan J.
Hai phép toan trong vanh thuong R/J thuong duge ky higu bdi

T+y=z+y TYy=14

Néu R la vanh giao hoan thi vanh thuong R/J ciing la vanh giao
hoan. Néu vanh R ¢6 don vi ¢ thi R/J 1a vanh c6 don vig = e + J.

<
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Cho R la vanh giao hoan, ¢6 don vi 1. Idéan P cia R dudc goi la
idéan nguyén ténéu P # Rvatitab& Psuyraa € P hoic b e P véi
moi a.b € R. Idéan M dugc goi 1a idéan 161 dai cia R néu M # R va
néu véi bat ky idéan B clia R sao cho M C B C R thi B = R hoac
B = M. Khi dé:

(1) J la idéan nguyén té trong vanh R khi va chi khi vanh thuong
R/J la mét mién nguyén;

(ii)J la mot idéan t6i dai trong vanh R khi va chi khi vanh thuong
R/J la mét truong.

Ménh dé trén cho thiy moi idéan téi dai déu la idéan nguyén té.
Diéu ngudgc lai néi chung khéng ding. Tuy nhién, trong vinh sé nguyén
Z moi idéan nguyén té khdic khong déu la téi dai.

3. Péng ciu vanh

Cho hai vinh R va S. Anh xa f : R — S dudc goi 1a mot déng cdu
tu vanh R dén vanh S néu:

fla+b) = fla)+ f(b)
flab) = f(a)f(b)

v6i moi a.b € R. Trong trudng hop R = S déng cAu f duge goi la
mét ty dong cdu cia R. Néu f la mot don anh (tuong ing toan anh,
song 4anh) thi déng cau f dugc goi 1a mot don cdu (tuong tng toan
cdu, ddng cdu). Néu cé mot dnh xa ding chu tit vanh R dén vanh S
thi ta néi rang R vd S ding cdu véi nhau va ky hisu R S.

Cho f: R — S 13 mdt ddng cu t vinh R dén vanh S. Khi dé:

1) f(0)=0, f(-a) =~f(a), Va€R .

Tuy nhién can lutu ¥ ring néu R va S la nhUng vanh ¢6 don vi thi
khong nhat thiét xay ra f(1) =

2) Néu A la mot vanh con cla R thi f(A) 1a mot vanh con cla S.
Dac biét, Imf 1a vanh con cna S.

3) Néu I la mét idéan cia S thi f~!(J) la mot idéan cia R. Dac
biét, Kerf 1a idéan cua R.

4) Vanh con J la mot idéan ctia vanh R khi va chi khi I 13 hat
nhan cta déng cAu vanh f : R — S nao dé.
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Dinh 1y ddng cdu: Cho f la mét dong cdv vanh tir R dén vanh S.
Khi d6 ton tai duy nhdt dong cdu vanh ¢ : R/Kerf — S seo cho tam

gidc sau la giao hodn
J
R S
N A

R/Kerf

va Imyg = Imf, trong dé p : R — R/Kerf la phép chiéu ty nhién. Hon
nita p la don cdu. Noi riéng, vanh thuong R/Kerf dang cdu vdi Imf.

Néu / va J la hal idéan cia vanh R thi
(I+J)/J=1/(InJ).

Db6i véi hai vanh (R, +, x) vh (S, +, x), téng truc tiép cla hai
nhém aben (R, +) va (S, +) la mot vanh véi phép nhan cho bdi

(a.x)(b.y) = (ab, zy).

Vanh nay duge goi 1a tich truc tiép ctia hai vanh R va S, va k¥ hiéu
bdi T x S.

Mot cach téng quat ta ciing ¢6 thé dinh nghia tich trye tiép [[ R,
1

cta mot ho nhing vanh (R 1 € I). Mai phan t cla tich tryce tiép la
mot ho (a;), v6i a; € R;, ¢ € I. Hai phép toan céng va nhan duge xac
dinh bdi phép cong va phép nhan theo ting thanh phan, nghia la

(i) + (b)) = (ai+by)
() () = (a.by)

Vanh con cua tich tryc tiép J]R, gdm tat ca cac ho (a;), sao cho chi
7

c6 mot s6 hitu han thanh phdn a; # 0, duge goi 1A tang truce tiép cha
cac vanh R;. va ky hiéu bdi BR;.
]

Tong tryc tiép @R, trung véi tich vnre tiép JJR, khi va chi khi [
! 1
14 tap Intu han. Do vay,

]‘E[XRQX... XR,—L:BIEBRQL\B@B,-;
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Trong trudng hop cac vanh R; déu Ja vanh c6 don vi th tich trre tiép
T1R;: c6 don vi la (e;), v6i e; 1a don vi cha vanh R;.
i

Cdc vanh Zyy 08 Lo X Zy, ddng cdu khi va chi khi m,n g hai 56
nguyén té cung nhau.

Bay gid ching ta néu mot ing dung cia dang biéu dién cia mot
vanh nao dé thanh tich tnyc tiép cda cac vinh. Cho m = mym,...m,,
vl m, la cac sb6 déi mot nguyén t6 cung nhau. Chiing ta biét ring co
mot ddng cAu vanh

Zen = [ | Zm,
T

Qua dang céu nay mdi x trong Z,, dude bidu dién duy nhét dudi dang
mot bo r 6 (ar, ay, ....a;), trong d6 x = a; modm;. Khi dé ta néi ring
(a1,as, ....ay) 1 mot bidu dién thang du cia z.

4. Trudng cac thuong

Trong muc nay vanh R duge gia thiét |3 mot mién nguyén. Néu
mién nguyén R chita trong moét trudng F nao dé thi giao @ cla tat
cd cic trudng con ctia F, chita R, 1a truong con bé nhét cha F chita
R. Trudng Q gbém tdt cd cdc phan tif ¢ dang ab™!, vdia,b € R.b# 0.

Déi v6i mdi mién nguyén R c6 thé xay dung mdt trudng tdi tién
(2 chita R nhu mot vanh con. Xét tap hop

R x R* = {(a,b)|a,b € R, b+# 0}

gdm céc cip phan tif ciia R ¢6 thanh phan thit hai khac khong, va xdc
dinh trén dé quan hé hai ngéi cho bdi

(a,b) ~ (¢,d) & ad = be.

Dé cho gon ta sé ky hiéu 1dp tuong duong (a, b) chiia cap (a,b) clia
Rx R la % va ky higu tap thudng gdm céc 16p tuong duong dé 1a Q.
Tap thuong @ trd thanh moét trusng véi hai phép toan cho béi

a

'l;'i'

< ac
d bd ' b'd  bd
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Hon nita @ chita R nhit mat vanh con. Ta goi Q 1a trudng cdc thuong
clta mién nguyén R. M6i phan ti ciia trudng cac thuong (Q viét ditace
dudi dang ab™!, véi a,b € R, b # 0. N6i riéng, truong s hitu tyj Q la
trudng cdc thuong clie vanh cdc 6 nguyén 7Z.

R6 rang, trudng cdc thuong cia mién nguyén R la triudng t6i tiéu
chia R.

Vanh R giao hoan, ¢6 dan vi e, duge goi 1a vanh ¢6 ddc sé 0 (tuong
1tng, ddc s6 n,00 < n < ooc) néu trong nhém cong R, phin tit e c6
cAp vo han (tuong 1ing, ¢6 cap n). Trong vanh R ¢6 dac sb n # 0 thi
nr = 0 v6i moi 7 € R, vd néu mién nguyén cé6 dic sé6 n # 0 thin la
sO nguyeén té.

Khéi niém dic s6 cho ta mot mé td vé cAu tric cla trudng thong
qua hai trudng quen thuéc Z, va Q.

Néu truong F c6 dic s6 0 thi F chita trudng con ddang céu vdi
truong s6 hiu ty Q, com néu F c6 dic s6 p # 0 thi no chita truong
con ding céu v6i trudng Z, cic lop thang du theo modun p.

5. Vanh va trudng sip thi tu

Trong muc nay vanh R da cho duge gia thiét 13 vanh giao hoan va
¢6 don vi 1.

Cho R la mot vanh giao hoan ¢6 don vi 1. Néu trong R c6 mot quan
hé thit t1if toan phan < thod man céc diéu kién sau vdi moi a, b, c € R:

(i) a < bkéotheoa+b< b+,

(i) 0 < a va 0 < b kéo theo 0 < ab.
thi R dwoc goi la mét vanh sdp thi tu. Mot trudng duge goi 1a sdp thit
t néu noé 14 mét vanh sap thit ty. Phan tit a thude vanl sép thi tu R
duge goi 1a phan i duong néu () < a va goi 1a phan 1 dm néu a < 0.

Diéu kién dt dé mot vanh 13 s&p thit ty: Néu trong vanh R cé mét
tap con P thod man cdc diéu kién:

(i) a,b € P kéo theo a+b € P,

(i1) a,b € P kéo theo ab € P,

(W)PN(-=P)=0, PU{O}U(-P)=R
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thi trong R ¢6 mot quan hé thi tu dé R trd thanh mot vanh sdp thit
%74

Trong vanh sip thit ty (R, <) ta co:

()7 >0 vdimoiz € R val> 0.

(ii) R la vanh cé ddc 6 0.

T diéu (ii) suy ra réng moi trudng sdp thi ty déu chifa mot trudng
con dang ciu véi trudng b6 hitu ty Q. Tu didu (i) suy ra rang khong
¢6 mot quan hé thit tu ndo trong tap cac sd6 phite C dé trudng nay trd
thanh mét triwsng sap thi ty, vi 2 = -1 < 0.

Néu R 1a mét mién nguyén sap tht tu thi trong truding cac thuong
ctia @ ¢6 duy nhat mot tap céc phan tit ditong P sao cho @ 1a mot.
trudng sap thi tit vi PN R 1a tap cac phan tit duong cia R.

Vanh R dude goi 13 mat vanh sdp thit tu Acsimet néu (R, <) 1a mot,
vanh saAp thit tur va véi moi a. b thuoe R, 0 < a, ton tai s& ti nhien n
sao cho b < na. Trudng F duge goi 1 truong sdp thi ty Acsimet néu
(F. <) la mot vanh sip thit ty Acsimet.

Ta ¢6 nhan xét ring, ndu R la mét trugng sip thnt tu thi né cé
dic 56 0 va vi vay 6 thé nhing truong 6 hitu ty Q vao R nhu mot
trudng con. Vi nhan xét nay ta ¢6 thé phéat biéu tinh chat sau: Moi
trudng sap thit te Acsimet F déu trie mat hitu ty theo nghia véi mot
a. b thuoe Foa < b, déu tén tai s6 hitu tyj q sao cho a < g < b.

‘Bai tap
1. Dinh nghia va vi du

1.1. Hay lap cdc bang cong va bang nhan cia mdi vanh Z4, Zj.
Trong cde bai tap tir 1.2 dén 1.6 hay cho biét nhimg tap hop nao
la vanh vdi phép cong va phép nhan. Néi r6 vi sao?
1.2. Moi sb hitu ty véi mau s6 13 s6 18.
1.3. {a+ W5 | abe Z}.
1.4. {a +bV2 4+ V3 abce Z}.
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1.5. {a +bV2 | a.b € Q}.
1.6. Moi ma tran thie ¢d 2 x 2 véi dinh thic bing khong.

1.7. He dai sé (Z,+, x) ¢6 phai 1a vanh khong, trong d6 phép cong
la thong thudng, con phép nhan duge cho bdi a x b = 0 vdi moi
abeZ.

1.8. Chitng minh rang trong dinh nghia ctia vanh ¢6 don vi, tién (@&
vé tinh giao hoan cna phép toan cong ¢b thé suy ra duge tit cac
tien dé con lai.

1.9. Cho R 1a mdt vanh. Dit:

1={(g I;)ia,b‘ceR}

Chitmg minh réing I 13 vanh con clia vanh M,(R).
1.10. Xac dinh c¢ac vanh con clia vanh cac sé nguyén Z.

Nhitng vanh nao trong cde bai tap tir 1.11 dén 1.13 la mién nguyén?
la truomg?

1.11. Z; % Zs.

1.12. {a + bi | a,b € Q).

1.13. {a +bv2 | a,b € Z}.

1.14. Tim cac udc cta khong trong vanh Z,.

1.15. Gia st vanh R ¢6 nhém cong (R, +) 1a xyclic. Chitng minh ring
R 14 vanh giao hoan.

1.16. Chitng minh ring vanh R 1a giao hoan néu
x> —x € Z(R), Vr € R,
trong dé Z(R) 1a tap tat cd cac phan ti giao hoan duge véi moi
phan tit cha R.
1.17. Chitng minh ring bo phan
A= {a+b\3/§+(:\3/1 | a,b,ceQ}

13 mot trudng con cha trudng sb thie R.
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1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

2.

2.1.
2.2,

2.3.

Ching minh ring trudng cac sb hitu ty khéng cé trudng con nao
khac ngoai ban than né.

Cho hai phan tif a, b € R. Chitng minh ring 1 — ab 1a kha nghich
khi va chi khi 1 — ba 1a kha nghich. Trong trudng hgp dé hay
tim (1 — ba)~ L.

Phéan tif a clia vanh R dugce goi 13 lug linh néu ton tai s6 nguyén
duong n sao cho a” = 0. Chimg minh ring néu a 13 mot phin
t luy linh cia vanh R thi 1 £ o 14 kha nghich.

a) Cho R ]a mot vanh. Tap con

C(R) ={a € R| az = za, Vx € R},

dudce goi 1a tam cha R. Chimg minh r3ng tam cia R 13 mot
vanh con giao hoan cua R.
b) Tim t&m ciia vanh M(n,R).

Cho n 13 mét sé nguyén duong. Chimg minh ring cac khing
dinh sau la tuong duong:

a) n }a mot sé nguyeén tb.

b) Z,, 1& mét trudng.

¢) Z, la mot mién nguyén.

Vanh R dugce goi la mot vinh Boole néu z?

Chitng minh rang:

a) r = —zx véi moi z € R,

b) R 14 vanh giao hoan;

c) Néu R 13 vanh khéng c6 udc clia 0, ¢6 nhidu hon mot phan
t, thi R 13 mién nguyén.

=z vl mol z.€ R.

Idéan

Tim tat ca cac idéan trong vanh sé nguyén Z.

Tim t&t ca céc idéan trong trudng céc sb hitu ty Q.

Gid sit {A;};c,; 12 mdt ho nhitng idéan cta vanh R sao cho véi
moi 4,5 € I, ton tai k € [ sao cho A; C Ai, A; C Ax. Chiing
minh réng A = iLEJIAi 12 mot idéan cha R.
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2.4.

2.5,

2.6.

2.7.

2.8.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

74

Cho vanh R vi a € R. Chitng minh ring cac bd phan

aR = {ax |z € R}
Ra = {za | z € R}

lan lugt 13 idean phai, idéan trai cua R.

Cho R 13 mot vanh tuy ¥, n 14 sé nguyén cho trude. Chiing minh
bo phan sau 1a mot idéan cia R

A={z € R|nz =0}

Cho m va n 14 hai s6 nguyén duong. Ching minh ring
mZ + nZ =7

khi va chi khi m vA » nguyén té cing nhau.
Cho R la vanh giao hoan ¢6 don vi la 1, I va J 13 hai id&an cia
R. Ching minh ndu 7 +J=RthiIJ=INJ.
Gia stt R 13 mot mién nguyén véi phan tit don vi e va n 1a cip
cua e trong nhéom céng /2. Chitmg minh:
a) n la mot s6 nguyén tb.
b) Moi phan &t khac khong x € R c6 cap n.
c¢) Bo phan mR = {mz | € R} v6i m 1a s6 nguyén cho trude
la mot idéan cua R.
d) R/mR = R néu m la bdi cla n;

R/mR = {0} néu m khong la boi cta n.
Cho R 1a vanh giao hoan ¢6 don vi 1 # 0. Chimg minh ring
néu moi idéan thyc sy cia R déu 13 idéan nguyén t6 thi R 1a
mot trudng.
Cho R 12 mot vanh giao hoan cé don vi va [ 14 idéan thye s
cha vanh R. Chimg minh rang ton tai mét idéan téi dai ctia R
chua /.
Cho R 1a mdt vanh giao hoén ¢6 don vi 1a 1. Ching minh rang
néu a € R la phan tt khéng kha nghich thi tdn tai idéan téi dai
cua R chwa a.
Gia sit I 12 mét idéan thyc sit cia Z. Chitng minh ring I 13 mot
idéan téi dai ctia Z khi va chi khi I = pZ véi p 13 mot s6 nguyén
to.



2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

Gia sit R 14 mot vanh giao hoédn c¢6 don vi vi méi phan titz € R
déu ton tai s6 tu nhién n > 1 (n phu thudc vao z) sao cho
z™ = z. Chimg minh ring moi id&an nguyén t6 trong R déu la
idéan téi dai.

Cho R, S la hai vanh. Trén tich R x S ta dinh nghia phép nhan
va phép cong nhu sau:

(z.y)(a.b) = (za,yd)
(z,y) + (a,b) = (z+a,y+b).

Chitng minh réing R x S 13 mét vanh vd X 13 mot idéan cla
R x S khi va chi khi X = A x B v8i A la mot idéan cia R, B
la mot idéan cua S.

Cho R la mét vanh giao hoan, c6 don vi. Mot phan td a € R
dudc goi 13 liy linh néu ¢® = 0 véi » > 0 ndo dé trong Z. Tap
N(R) tat ca cac phan ti¢ liy linh trong R dude goi 1a can cha
R. Chiing minh ring:

a) N(R) 1a mot idéan cla R.

b) N[R/N(R)] = 0.

c) N(R) bang giao ctia tit ca céc idéan nguyén té cia R.

Mot vanh giao hodn R dudc goi 1a mét vanl, dia phuong néu
tdn tai mot idéan thic sy 16n nhat P (theo nghia véi moi idéan
thuc sy I C Rtacé I C P). Ching minh riing cAc ménh dé sau
14 tuong duong:

a) R 3 mdt vanh dia phuong.

b) Tap céc phan tif khong kha nghich cia R 13 mot idéan.

¢) Ton tai mét idean téi dai Q sao cho 1+ a kha nghich véi moi
a€ Q.

Cho R la vanh giao hoan, c¢6 don vi. Ching minh hai khang
dinh sau la tuong duong véi nhau:

a) R chi c6 mot idéan tbi dai duy nhat.

b) Tap cic phan ti khong kha nghich cia R lap thanh mot
idéan cia R.

Cho vanh dia phuong R véi J(R) 1a idéan gom tt ca cac phan
t¢ khong kha nghich ciia R.

a) Ching minh ring moi vanh Z,« véi méi sé nguyén t6 p va
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2.20.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

76

n > 1, la dia phuong, nhung Zg thi khong la dia phuong.
b) Ching minh réng Z,, = {t € Q | p khong chia hét s} la
S

mdt vanh con dia phuong cha Q véi méi sé nguyén t6 p.

¢) Néu R )a dia phuong, ching minh ring B/J(R) 1a mot trudng.
d) Chitng minh ring R la vanh dia phuong néu R/N(R) & mot
trudng.

Néu F 13 trudng, ching minh ring B = M,(F) c6 ding hai
idean 1a 0 va R (Bdi vi diéu nay, R dugc goi 1a vanh don).

3. Dong ciu vanh

Chitng minh ring phudng trinh r® — 522 — r — 17 = 0 khéng c6
nghiém trong Z.

Cho f 1a mot déng chu tir vanh R dén vanh S (R va S 13 nhiing
vanh giao hoan ¢6 don vi).

a) Chitng minh ring néu f 12 mot todn cu va I 13 mét idéan
cia R th f(7) 1a mot idéan cha S. Néu f khong 1a toan ciu thi
tinh chit nay con ding khéng? Tai sao?

b) Chitng minh ring néu P 13 mot idéan nguyén t6 clia S thi
fY(P) Ia mat idéan nguyén t6 ctia R. Két qua nay con diing
khong néu thay gia thidt "nguyén t6" bang gia thiét "tbi dai"?
Tal sao?

Gia st A 14 mot vanh, B 1A mot tap hop véi hai phép {oan cong
va nhan, f: A — B la mot song 4nh thoa man:

) Va,be A f(a+b) = f(a) + f(b).

1) Va,b € A, f(ab) = f(a)f(b).

Chitmg minh ring B la mdt vanh, hon nita B dang cAu véi A.
Vanh R dude goi 13 mot vanh Bool néu a? = a véi moi a € R.
Ching minh rang mdi idéan nguyén té P cta vanh Bool R la
mot idéan téi dai v R/P = Z,.

Ching minh ring



3.6.

3.7.

3.8.
3.9.
3.10.

3.11.
3.12.
3.13.

3.14.

3.15.
3.16.
3.17.

I3 vanh con cta vanh M,(R), déng cAu véi C. Hay tinh

1 1 2008
(4™

Cho S la mdt vanh. Dat

Ching minh rang A |3 mét idéan cia R va R/A = S x S.
Gida st f : R — R a mét ty déng ciu cia vanh R. Chitng minh
rang tap hop
A={zeR| f(z) =1z}
}a mét vanh con cua R.

Cho m va n la hai sb nguyén, m chia hét n. Tim idéan A caa
Z,, 520 cho Z, /A = Z,.

Chitng minh ring moi idéan téi dai trong vanh Z, déu c¢6 dang
pZum. trong dé p 12 mot wdc nguydn t6 cha n.

Chtng minh ring c¢6 duy nhat mat déng cau vanh tit vanh cac
s6 hitu ty Q dén vanh cac sé nguyén Z.

Hay tim tat cd cac ty déng ciu ciia vanh cac s6 nguyén.
Tim t4t cd cac tif dong chu clia vanh Z[v/2).
Tim moi ti ddng ciu cta vanh

Zi) = {a+bi | a.b € 2},

Tim moi ty déng cAu clia vanh .
QV2 = {a+b6v2|a,beQ}.

Tim moi dong ciu tir vanh ¢t Z dén Zy,.
Tim moi déng cau tit Z,; dén Z,.

Tim moi ty dong cau cta vanh Z x Z.
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3.18.
3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24. "

78

Tim moi déng chu tit Z-; dén Z,.

Hay xac dinh vanh cac ty dong cAu End(Z, X Zs). N6 ¢6 la vanh
giao hoan khong?

Trén vanh (R, +,.) xac dinh hai phép toan cho béi

T®s = r+s5+1
res = r.s+r-+s.

Chiing té rang (R, @. o) 1A mét vanh dang cau véi vanh (R, +,.).
Cho R 1a mot vanh ¢6 don vi va khéng ¢6 udc cta khong. Gia
st S = R® Z la tdng trire tiép cha hai nhém cong. Trén S cho
phép nhan:

(r,k)(r', K"y = (rr" + K'r + k', kKK).

Chitng minh rang:

a) S 1a moét vanh.,

b) Tap A = {(r,n) € S| re + nz = 0 V2 € R} la mot idéan
trong S.

¢) S/A c6 don vi va chia vanh con ding ciu véi R.

d) S/A khéng c6 udc cia khong.

Gia st R 1a mot vanh tuy ¥, Z la vanh cac s6 nguyén. Trén R x Z
ta dinh nghia cac phép toan nhu sau: '

(x1,m) + (x2,m2) = (x1+ T2, 1y + n2),
(x1,m1)(x2,m2) = (T1T2 + 1Ty + oy, MiN2).
thmg minh ring R x Z la mot vanh cé don vi, chita mdt vanh
con ding ciu vdi R.

Hay tim céc ty déng chu cla:

a) Trudng cac sé hitu ty;

b) Trudng cac sb thyc;

c) Trudng céc sb phite, gilt nguyén moi sé thuc.

Im tap cac tu ding ciu cla trudng

Q(V2) ={a+bV2+cV4 ]| abce Q}.



3.25.

3.26.

3.27.

3.28,

3.29.

Cho m va n la hat 86 ty nhién nguyén té6 cing nhau. Chitng
minh ding c¢du vanh

Z/mnZ = (Z/mZ) x (Z/nZ)

Cho d = 7 hoac d = 11. Chitng minh

a) Bo phan Q(vVd) = {a + b/d | a.b € Q} la mét trudng con
chia trieng s6 thue R:

b) Cac truong Q(v/11) va Q(v/7) khong dang cdu véi nhau.

a) Chntng minh rang moi vanh ¢6 don vi va ¢6 p phan tit (p la
s6 nguyén td) déu dang ciu véi vanh Z,, .

b) C6 dung hay khéng moi vinh ¢6 don vi v ¢6 m phan tit déu
dang ciu voi Z,,”?

Cho R = A x B 1a tich Dé-cac ctia hai vanh A va B tuy §. Chiing
minh:

a) R 1a mot vanh:

h) Cic b phan A = {(a,0) |a € A} via B= {(0,b) | b€ B} la
nhitng vianh con ciia R theo thit tir ddng cdu véi A va B;

c) A vh B 1 hai idéan cia R thod man cdc hé thitce:

ANB={(00)}, R=4+B.

d) Gia sit A va B la nhitng vinh ¢6 don vi, hay tim c¢ée don vi
cila IR, A va B.

Gia sit R la mot vanh vi ¢ € R. Ching minh rang:

a) Anh xa

hy: R — R

r = ax

13 mot tuy dong cau (nhom) cta nhém cong R.
1)) Anh xa

h:R — End(R)

a — hia) = h,

1a mot ddng ciu tir vinh R dén vanh End(R) cac ti dong cau
cua nhém cong R.
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3.30.

3.31.

3.32.
. sao cho R = A + B. Chitng minh ring

3.33.

80

¢) Tim Kerh. Chitmg minh r3ng h 1 ddn cAu khi R c¢6 don vi.

Gid st f: X — Y la m6t dong cdu tit vanh X dén vanh Y, A
va B theo thit tu I3 hai idéan cia X va Y sao cho f(A) C B;

p: X —->X/A,p:Y->Y/B

Ia céc todn cAu chinh tdc. Ching minh ring ton tai mét dong
cAu duy nhat f titr X/A dén Y/B sao cho hinh vuéng

f

X Y

x/A L+ v/B

la giao hoén, titc 1a fop=p' o f.

Cho I va J la hai idéan ctia vanh giao hodn, cé don vi R, va cho
anh xa

piR — (R/I)x (R/J)
a — (a+1,a+J)

Hay chitng minh:

a) p 1a mot déng ciu;

b) p 12 mét toan chu khi va chi khi 7 + J = R;

c) Hay md réng cac két qua trén cho tap Iy, I, ..., I,,, véin > 2,
nhitng idéan cha vanh A.

Gia st R 1a vanh giao hoén, ¢6 don vi; A, B 1a hai idéan cla R

R/AB = (R/A) x (R/B).

Giast f:V - R, g:V — Y la hai dong chu vanh véi f la
toan cau. Chitng minh céc diéu kién sau day la tuong duong:
a) Ton tai déng cAu h: R — Y sao cho g = ho f.

b) Kerf C Kerg.

Khi mét trong cac diéu kién dé dudc thod man thi:



c) h la duy nhit;
d) h 1& don ciu néu va chi néu Ker f = Kerg.
e) h 12 toadn céu néu va chi néu g la don anh.

4. Trudng cac thuong

4.1. Tim trudng cac thuong cta cic mién nguyén sau:
Z(V2), Z(), Z(V?).
4.2, Gia sit R 13 mot trudng vdi phan tit don vi e. Xét bo phan
A= {ne|neZ}

a) Chimg minh A la mét vanh con cGa vanh R, A c¢6 phai la
mot mién nguyén khong?

b) Chitng minh A dang ciu vdi vanh cic sé nguyén Z khi R c6
dac sb 0, va déng chu véi trudng cac sb nguyén modp, khi R co
dac sb p.

4.3. Gia s p 12 mot 86 nguyén t6. Chiing minh réng tap hgp céc sb
hitu t¥ c¢6 dang m/n, trong dé n nguyén td véi p, 13 mo6t mién
nguyén, Tim trudng cac thuong clia mién nguyén nay.

4.4. Gia st A la mot vanh con clia mot trudng F.

a) Ching minh ring néu A cé nhiéu hon mat phan tit va A cé
don vi thi phan tit don vi clla A tring véi phan tit don vi cia
F, va khi dé6 A la mot mién nguyén.

b) Gia sit A 12 mot mién nguyén. Chiing minh réing bd phan

P={ab"'|a.be Ab#0}

la mot truong con cua F' va P la truong cic thuong cia A.
c¢) Ching minh ring P l1a trudng con bé nhét trong cac trudng
con ctia F' chiaa A.

4.5. Cho I 1a mot idéan cia vanh giao hodn R. Chitng minh rang
14 ideéan nguyén té khi v chi khi 7 13 hat nhan ctia mot dong
chu vanh ti R vio mot trudng.
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4.6. Cho R 12 mat vainh. Néu ton tai s6 nguyén diong n nhd nhét
sa0 cho na = (0 vdi mol ¢ € R thi R dugce goi la c6 dac sé6 n.
Néu s6 nguyén duong » nhu vay khong ton tai thi R dude goi 1a
¢6 dic $6 0. Chitng minh ring méi vanh R nhiing duge vao mot
vanh S ¢6 don vi. Vanh S ¢6 thé duge chon sao cho ¢4 cling dac
$6 vdi R.

5. Vanh va trudng sip thit tu

5.1. Chimg minh cdc tinh c¢hit sau day trong mot vanh sdp thnt tu
R:

Aya+r<aty=z<uy;
Da-—zx<a—-y=x>y;

c) V3Bi ¢ > 0, tira < b suy ra ac < b
d) Vdi ¢ < 0, tit a < b suy ra be < ac;
¢) Véia > 0, tit ar < ay suy ra x < y;
f) Vdi a < 0, tlt ar < ay suy ra y < &
g) Néu a # 0 thi o > 0.

5.2. Cho R 1a mot vanh sap thit tie v6i P la tap cac phan tit duong
cha R, va A la mot vanh con chita don vi cia . Chaing minh
ring A 13 mot vanh sip thit tu véi tap con dicng 1a AN P.

5.3. Trong mot vanh sap thit ty, dinh nghia gis tri tuyét déi cla
phan tit a 1a mét phan tit [a| cho béi

la] = anéua>0,
la| = Onéua=0,
la] = —anéna<0.

Chitng minh cac quy tic sau:

lab| = |al . |b|;
la+ 0| < Ja] + [8];
—laf < a < af;
la| = 1b] < la—1b].
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5.4. Cho R 12 mot truong sip tha ti; z,¥ € R 13 hai phan tir ma
7 < y. Chiing minh tdn tai vd s6 phan tit z € R sao cho

r<z<y.

5.5. C6 thé trang bi mot quan hé thit tyf trén vanh Z,,n € N, n > 1
dé n6 trd thanh mot vanh sip thit ty khong, vi sao?
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Chuong V

VANH DA THUC
VA VANH OCLIT

1. Vanh da thifc

Cho R la mot vanh giao hoan cé don vi 1 # 0. Mot da thic cia x
trén vanh R 1a mét bicu thitc dang

f(z)=ay+ a1z + - +anx",

trong dé ag, ..., an, € B va a, # 0 néu n > 0. Phan t a, dude goi la hé
tt clha r* trong f(z). Phén t1 a, dudc goi la A¢ fif cao nhat cha f(x).

Hai da thic f(x) va g(z) dudc goi 1a bang nhau néu cic hé ti tuong
imng cla 2? trong ca hai da thic bang nhau. Dac biét

ay + e+ -+a,2" =0

néu va chi néu ay = a; = -+ - = a, = 0. Néu n 1 sb tu nhién 16n nhét
520 cho a, # 0 thi ta sé néi n 14 bac cia f(z), va ky hiéu n = deg f(z).
Néu moi he tit cva f(z) déu bang khong thi f(z) duge goi la da thic
khong, va bac cia nd khong duge dinh nghia. Cac da thic bac 0 la
moi phan ti khac khong a thuse R. ching con dudge goi 1a cac da thitce
hang.

Tap hop tét cd cic da thdc clia ¢ trén vanh giao hoan R ky hicu
béi R[z]. D61 véi hai da thite trén R

T

a(z) = Za,zi, b(z) = i": bixt
-0

i—0
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phép cong va phép nhan dude xac dinh bdi

8

a(zr) + b(z) = Z(ai + b))z, v6i s = max(m,n);

i=0 .
m+n
a(z).b(z) = Z art, 836 o = Z a;b;

i+y=k

Tap hop R[z| cung vdi hai phép todn vira néu la mét vanh giao
hoan c6 don vi. Déng vai tré phan tit khéng 13 da thitc khéng 0 va
phan ti don vi 1a da thitc hang 1. :

Phép dung vanh da thitc clia &n z c¢6 thé md rong cho da thice n
bién 2.7, ..., 5, v6i hé ti trén vanh R. Ching ta c6 thé dinh nghia
bing quy nap

R{III,IQ- ...,l‘n] = R[I],IQ, ...,l‘"_ll[.’lin]

Néu R la mét mién nguyén va f(z), g(z) 1a hai da thitc khéc khang
ciia vanh R[z] thi

deg(f(z).g(z)) = deg f(x) + deg g(x).

Do dé néu R la mot mién nguyén thi vanh da thic R[z] ciing 1a mién
nguyén.
Vanh da thic F(z) trén truong F ¢6 mot tinh chit quan trong,
tuong tu nhu trong vanh cic sé nguyén Z, 1a thuat toin chia vdi du:
Néu R la mét mién nguyén va a(z),b(z) la hai da thic trong R|z),
ngodi ra hé ti cao nhdt cia b(x) khd nghich trong R thi ton tai duy
nhat cdp da thitc q(z), r(z) € Rlx] sao cho

a(z) = b(z).q(z) + r(z),

vdi degr(x) < degb(z) néu r(z) # 0.

Tu sy kién ca ban nay ta c6 mot két qua quan trong la: Moi idéan
trong vanh da thitc F[z] trén trudng F déu la idéan chinh.

Néu trén vanh R cac da thitc p(z),a{z) # 0 thod man ding thiic
p(z) = a(z)b(x), véi b(z) € R[z] thi a(z) dugc goi 13 wdc ciia p(z), con
p(z) 1a boi cha a(z). Ta cling néi a(z) chia hét p(z), con p(z) chia hét
cho a(x).
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Da thitc p(x) trong vanh R[z] goi 1a khd quy (trén R) néu
p(x) = a(z)b(z) dbi véi cac da thite khong kha nghich a(z), b(r) nao
d6 thude R|z]. Da thitc p(z) duge goi la bat khd quy néu p(z) khong
kha nghich va khéng kha quy. Néi riéng, khi vanh R 1& mét truong F
thi da thic f(z) € F[r] 1a khd quy néu f(z) = a(z)b(z) véi cic da
thidc a(z), b(z) khong la hing.

Gia st R la vanh con cla vanh V, va f(z) € R[z] c6 dang
f(z)=ao+a1z+ - +ax".
Phén t1t ¢ € V duge goi 12 nghiém cta f(z) néu
fley=ap+ajc+ - +ayc" =0

Phéan tit u € V goi la dai s6 trén R néu u 13 nghiém cia mot da thie
g(x) # 0 nao d6 cha R[z]. Trong trudng hop trai lai v duge goi la
phén ti siéu viét trén R.

Phaén ti ¢ thuéc mién nguyén R la nghiém cia da thitc p{z) € Rz]
khi va chi khi z — ¢ la udc cda da thic p(x). Do d6, mot da thic bac
n trén modt mién nguyén R c¢6 nhidu nhit n nghiém trong R.

Da thic bat kha quy tinh c6 chét co ban sau: Néu E la mét trudmg
md réng cia truong F, u la mot phan ti thude E, va f(z) la da thice
bat khd quy trong F(z] nhan u la nghiém thi:

(i) f(z) la da thitc c6 bac thdp nhdt nhan u la nghiém.

(ii) f(z) chia hét g(x), vdi moi g(z) € F[z| cing nhan u la nghiém.

Gid st F 13 mét truong, va P = (p(z)) la idéan trong F[z] sinh
bdi da thitc p(z) ¢6 bac n > 0. Khi dé mbi phan tif clia vanh thuong
Flz]/(p(z)) biéu dién dugc mot cich duy nhdt dudi dang

o+ amzT+ .. +a, 2" '+ P,

trong d6 ap.ay,...,dy-1 € F.

2. Thuat toan chia trong mién nguyén

Cho a va b 1a hai phén tif cha mién nguyén R. Phan tit a duge goi 13
chia hét b néu tdn tai ¢ € R sao cho b = ac. Khi db ta cling noéi rang
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a 1a udc cha b, ky hiéu a|b. Thay cho ky hiéu alb ta con viét b : a, va
néi ring b chia hét cho a hay b 1a bpi cla a.

Tap cac udc cha 1 trong mién nguyén R 1a mot nhom aben véi
phép nhan trong R. N6 duge goi 1a nhém nhén cic udc cia don vi
clia mién nguyén R. Céac udc cha don vi cdon duge goi la cac phan ta?
kha nghich.

Phén tit a duge goj 14 lién két véi phan tif b néu ton tai phan tit
kh3 nghich u sao cho a = bu. Quan hé lién kél trén mién nguyén R
la mot quan hé tuong duong. Hon nita, véi a,b, ¢ € R thi cac didu sau
tuong duong:

(i) a lién két vai c,

(il) a|c va cla,

(ifi) aR = ¢R.

Cho a 1a phan tit thudc midn nguyén R. Cac phan ti lien két voi
a va cac phan tir kha nghich duge goi 1a cac wdc khong thuc sy cia a.
Céc ude con lai cia a duge goi la wde thue su.

Phan tit p # 0, khong kha nghich cia mién nguyén R dudc goi 1a
phan tit b4t khd quy néu né khéng cé wdc thuc sy. Phan tit p # 0.
khong kha nghich, duge goi 1a phan tit nguyén té néu véi moia, b € R.
p 1a ude cua tich ab kéo theo p hoidc 1a wdc clia a, hodc 1a ude cia
b. Trong mién nguyén R moi phan ti nguyén t6 déu la phin ti bdt
khd quy. /

Cho a, b 13 nhimg phan t cta vanh R. Khi dé phan tif d € R dugc
goi 1a udc chung l6n nhdt cia a va b néu d la udc chung cha a va b,
va d chia hét cho moi udc chung cia a va b. Udc chung 16n nhit cia
a va b dugce ky hiéu badi '

R d = (a, b) hodc UCLN(a, b).

Udc chung 18n nhat ciia hai phan tit @ va b néi chung khéng duy nhat.
Néu d 13 mét ude chung 16n nhét clia a va b thi ' 1a uéc chung 16n
nhit cia a va b khi va chi n6 lién két véi d, nghia 13 ching sai khac
nhau mét nhan tit kha nghich. Cac phan tir a va b dude goi 1a nguyén
té6 cing nhau néu u8c chung 18n nhét cta ching 14 wée cia don vi.
Trong trudng hop nay ta thuong viét (a,b) = 1.
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3. Vanh chinh

Mién nguyén D dudc goi 14 mot vanh chinh néu moi idéan cia D
déu 12 idéan chinh.
Maét day chuyén (hay mét day) tang nhitng idéan clla mién nguyén
R:
hchaclhc---CJy-- (1)

dugce goi 1a ditmg néu tdn tai sé nguyén duong ng sao cho
Jn = Jpy VO MOI N > 1.

D& thiy day (1) dimg khi va chi khi n6 chi ¢c6 mot sé6 hitu han cac J;
khac nhau. Trong vanh chinh R moi day tdng nhitng idéan déu ding.
Trong vanh chinh R x4y ra nhitng diéu sau:
1) Moi cap phan ti khic khong a,b déu cé ude chung ldn nhit d,
va d la mot té hop tuyén tinh cia a.b

d = as + b,

vdi s, t € R. Néi rieng, udc chung 16n nhit clia hai da thic khac khong
trén trudng F ludn ton tai.

2) Néu a, b, c la nhitng phan ti thuéc R sao cho (a,b) = 1 va albe
thi alc.

3) Néu p la phan ti bdt khd quy trong vanh chinh R va ¢ la mét
phdn t bat kj thudc R thi hodc plc, hodc (p,c) = 1. N6i riéng, néu
p(z) 1a mot da thiic bat kha quy vA f(z) 14 mot da thic bat ky trén
trudng F thi hoic p(z) chia hét f(x) hodc ching la nguyén t6 cling
nhau.

4) Néu p la phan ti bdt khd quy trong vanh chinh R va néu plab
thi pla hodc plb.

5} Méuw phdan td khdc khong va khong khd nghich déu chita trong
mét idéan toi dai.

6) Phan ti a la bdt khd quy khi va chi khi idéan aR t6i dai.

Dinh 1y nhan t& hod: Méd: phan i khdc 0 va khong khd nghich
trong vanh chinh R déu phdn tich duoc mét cich duy nhit thanh tich
cdc nhan t bét khé quy, sai khdc mot thit ty cdc nhan t& va mdt nhan
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t1 khd nghich. Né6i rieng, moi da thitc f(z) trén trudng F, bac n > 1,
déu phan tich dugc mot cach duy nhéat thanh tich nhitng da thic bat
kha quy.

4. Vanh Oclit

Mién nguyén R dugc goi 1a vanh Jclit néu ¢6 mdt anh xa

5: * - N
r w &(z)

tir tap cac phan tit khac 0 cha R dén tap cac sb tyy nhien N thoa man
cac diéu kién:

(i) Va,b € R*, alb kéo theo &(a) < §(b).

(i1) Va.b € R, b # 0 tén tai g,r € Rsao choa =bg+r véir =0,
hozc néu r # 0 thi 6(r) < 5(b).

Anh xa & dugc goi 1a dnh za Oclit.

Trong vanh Oclit E déi vdi =,y € E*, §(zu) = &(z) néu u khd
nghich va 8(zu) > 6(x) trong trudng hop ngudc lai. T dé ta thay
rang phan ti u kh3 nghich khi va chi khi §(u) = 6(1), va néu hai phan
6 a, b lien két thi 6(a) = 6(b).

Lap vanh Oclit chita trong 18p vanh chinh. Do dé trong vanh Oclit
uSc chung 16n nhat cda hai phan tit khac khéng a, b luén tén tai. Hon
nita, wdc chung 16n nhat dé cé6 thé tim duge nhd mot thuat toan tuong
tu nhu thuat toin da trinh bay cho vanh cac sé nguyén Z.

Néu a = bg thi hién nhién (a,b) = b. _

Néu a = bgg + 7o, Vi 8(rp) < 6(b) thi ta c6

(a, b) = (b, TD)-
Tiép tuc qua trinh nay sau hitu han budc ta diuge

b= Tog + 71, véi (5(7‘1) < 6(7‘0)

Tap—2 = Tp—1Gn-1 + Tny vai 5(7'-,1) < 5(7‘,1_1)

Tn-1 = Tnln,
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va khi dé
(a,b) =(b,ry) =" = (Tp_1,Tn) =Th,

nghia 13 udc chung 16n nhét ciia a,b bing sé du cubi cing ry, trong
thuat toan néi trén. ‘

Bay gid chiing ta xac dinh khi ndo thi thuong ctia mot vanh Oclit
12 mot trudng. Két qua nay cho phép chiing ta x4c dinh nhiéu trudng
mdi. Cho a la moét phan ti cia vanh Oclit E. Vanh thuong E/(a) la
mot truong néu vd chi néu a bit khd quy trong E. Néi riéng, vanh
Flz]/(p(z)) 1a mdt trudng néu va chi néu da thitc p(z) bat kha quy

trén truang F. Hon nita, vanh F(z]/(p(z)) ludon chita mdt vanh con
ddng ciu véi trudng F.

Gid st p(z) = ap+a 4+ +anz™ (n > 1) la mét da thilc bat khd
quy trén truong F. Khi dé ton tai mot trudng E la md rong cia F va
chita mot nghiém ¢ cia p(z).

Bai tap

1. Vanh da thuic

1.1. Trong vanh Zg|z] hay thyc hién phép nhan
(22° + 42? + 2)(32% + 32 + 2).

Vanh nay ¢6 udc ctia 0 hay khéng?

1.2. Trong vanh Z;[z] hay x4c dinh p dé 2 + pz + 5 chia hét cho
z? + 5z + 6.

1.3. Tim da thitc trong vanh Z[z] ¢6 bac bé nhat sao cho:
a) Chia cho (z — 1)2 cdn du 2z va chia cho (z — 2)? con dut 3z.
b) Chia cho z* - 223 — 272 4+ 10z — 7 con du 22 4+ z + 1 va chia
cho z* — 243 — 322 + 13z — 10 con du 232 — 3.

Vdi cdc bar tdp tir 1.4 dén 1.9, tim thuong va phan du.
1.4. Chia 3z2* +4z° — 2% + 52 — 1 cho 22% + z + 1 trong Q[z].
1.5. Chia z° + 2% — 42% + 5z cho z* + 2% + 1 trong R|z].
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1.6.
1.7.
1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

Chia 27 + 2% + 2% + £+ 1 cho 2 + = + 1 trong Z,[z].

Chia 2% + z* 4+ 223 + 2% + 2 cho 7* + 2z + 2 trong Z;[z].
Trong vanh Z[z| xét xem cac da thifc sau c6 phdi 1a bat kha quy
hay khong?

a) f{r) =2z + 3;

b) g(z) = 2% + 1;

c) hiz) = z% + 2z - 2.

Gid st a € A va f(z) € Alz]. Ching minh ring f(z) 1a bat kha
quy khi va chi khi f(z + a) bat kha quy.

Chiing minh ring néu da thic ag+a,2+- - - + a,z" bat kha quy
trén trudng A vacé bacn > 1 thidathica,+a, 12+ --+apz"
cung la bat kha quy.

Chitng minh r3ng néu p la sé nguyén té thi da thitc z° — z va
da thitc 0 cung xac dinh mot ham khéng trén Z,. Hay 4p dung
két qua dé dé tim trong Zs[z] hai da thic ciing x4c dinh mot
ham 22 —z 4+ 1.

Cho K la mot trudng con cta trudng F' va u 13 mot phan ti
cia F. Xét déng cAu vanh

p: K] - F
fl@) — f(u)

Ching minh ring Kery 12 modt idéan nguyén té cia K|z]. Két
luan con diang khéng néu K 1a vanh con chita don vi ciia mot
mién nguyén F? .

Cho I 1a mét idéan clia vanh sb nguyén Z. Chitng minh ring:
a) Tap /{z] moi da thic f(z) v6i hé s6 thude 7 1a mt idéan cha
Z[z). Hon nita: Z[z|/I[z] = (Z/I)[z].

b) Néu 7 1a idéan nguyén té trong Z thi I{z| c6 1a idéan nguyén
t6 trong Z[r] hay khéng? C6 la idéan tbi dai khéng?

Trong vanh da thic Z[z| xét idéan I sinh bdi n € N va z. Ching
minh réng / |2 mét idéan nguyén té néu va chi néu n 13 mot s6
nguyén tb.

Chimg minh r3ng da thic z? + 14 € Z5[z] c6 4 nghiém
trong Zis.
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1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.
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Ching minh ring da thic z8 + 5z € Zglz] ¢6 6 nghiém
trong Zg.

Trong vanh Q[z] chitng minh ring da thic
(z+ 1) -z -2z 1

chia hét cho cac da thuec:
a) 2z + 1,

b) z + 1,

c) .

Gia stt da thic

flz) =(z — a))(z — ay)..(x — a,) — 1,
¢6 cac hé sb a; 13 nhitng s6 nguyén phan biét. Ching minh ring
f(z) 1a bat kha quy trong Q[z].

Cho p la mot sb nguyén tb va f(z) 1a mot da thic thude Z|x]
c6 hé tit cao nhat bang 1. Ching minh ring néu f(x) bat kha
quy trén Z, thy f(z) bat kha quy trén Q.

Cho da thic véi cac hé sb nguyén
flr) = apz" + an_12™ '+ -+ ayz + ag.

Chitng minh ring néu phan sb6 tbi gian P yéip, q € Z,1a nghiém
q

cia f(z) thi

a) plao va gla,.

b) p — mq 1a uSe clia f(m) véi m nguyén; dic biet p — ¢ 1a ube
cia f(1), p+ qla udc cia f(—1).

Ap dung: Tim nghiém hitu ty cda da thic

10z° — 812* + 90x® — 10222 + 80 — 21.

Gia st F' la trudng cic thuong ciua vanh chinh R, o € F 13 mat
nghiém cnua da thic

flz)=a" + a2 '+ +ayz+ag, a € R

Khi d6 o € R.



1.22. Chiitng minh triyc tiép ring néu u 13 dai sé6 trén F thi da thic
c6é bac nhoé nhat véi hé tit cao nhit bing 1 nhan nghiém u la
bat kha quy trén F.

1.23. Chitng minh tryc tiép ring néu » 13 mét phan tit bat ky cda
truong F va K la mot trudng con cua F' thi tap hgp tit ca cac
da thitc g(z) véi cac hé tit trong K nhan u lam nghiém la mét
idéan cua Klz|. -

1.24. Tim hat nhan va dnh cta déng cdu vanh ¢ : R[z] — C dugc
dinh nghia bdi ¥(p(z)) = p(2), trong d6 i = /1.

1.25. Tim hat nhan va anh cha ddng ciu vanh ¢ : Rlz] — C dugc
dinh nghia béi ¥(p(z)) = p(1 +iv/3).

1.26. Tim mot da thic trong Q[z] nhan V2 ++/31a nghiém. Tt doé
ching minh ring v/2 + /3 1a s6 vo ty.

Vi cic bai tap tir 1.27 dén 1.30, tinh tong va tich cia cdc phdn tu
trong vanh thuong da cho.

1.27. 3z + 4 va 5z — 2 trong Q[z]/(a* = 7).

1.28. 2 + 3z + 1 va —2z? + 4 trong Q|z|/(z® + 2).

1.29. 2 + 1 va z + 1 trong Zy[z}/(z® + z + 1).

1.30. ax + b va cx + d trong R[z]/(z? + 1), trong dé a,b,c,d € R.
Véi cdc bai tap tie 1.81 dén 1.38, ching minh cdc ding cdu.

1.31. R[z}/(«? +5) = C.

1.32. Zz]/(z* + 1) = Z[i]'= {a + bi | a,b € Z}.

1.33. Q[z]/(z? — 1) 2 Q(VT) = {a + b7 | a,b € Q}.

1.34. Z[z]/(2z — 1) = {% €Q|a€Z,b=2",r>0}, (mdt vanh con

cha Q.)

1.35. Z4/({7he) = Z4.

1.36. Zy4/([2)14) = Z,.

1.37. Rz, y}/(x + y) = Rly].

1.38. (R x S)/((1,0)) = S.

1.39. Cho [ 1a tap tht ca cac da thitc véi hé sé tif do baag khéng trong
R[z,y]. Tim moét dong cdu vanh tit R(z,y] dén R c6 hat nhan
la idéan I. Ching minh ring I khéng phai 13 mét idéan chinh.
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1.40.
1.41.

{p(z) € Q[z] | p(0) = 3} c6 phai la mét idéan cia Q[x] khong?

Cho I 12 mot idéan clia vanh giao hoan A. Chitng minh ring:

a) Bo phan I[z] = {Z(L,’Ii € Alz], a; €1, i=0,1, ,n} la
i=0

mot idéan cua vanh da thite Alz].

b) Ala]/Ils] = (A/D)[a]

¢) I 14 mét idean nguyén t6 cia A khi va chi khi I[z] 12 mot
idéan nguyén t cla Alz].

d) Néu I 13 mot idean téi dai thi I[z] ¢6 1a mot idean t6i dai
hay khéng?

2. Thuit toan chia trong mién nguyén

Céc da thic bit khd quy noi trong cde bai tap dudi day duge hiéu la
nhing phan ti bat khd quy cia vanh dang zét.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Trong vanh da thic Rz], véi R 14 trudng s6 thyc, chitng minh
cac da thic ax? + bz + ¢ véi b2 — 4ac < 0 la nhimg da thitc bat
kha quy. Diéu dé cé con ding nita khéng néu thay trugng sb
thie R bdi trudng s6 phie C.

Xét vanh F[z] v F' la mot trudng.

a) Chimg minh rdng moi da thitc bac nhat cia Fz] déu la bat
kha quy. Néu F la mot mién nguyén thi diéu dé con dung nita
khong?

b) Ching minh rang céc da thitc bac hai va bac ba cta F[z] 1a
bat kha quy khi va chi khi ching khéng ¢6 nghiém trong F.
Trong vanh Z[z], xét xem céac da thic sau day c6 phai la bat
kha quy hay khong:

flz)=22+8; g(z) =22 +1; h(z) =2> + 42— 2

Cho f(z) = z® — z* — 32° + 2z + 4. Phan tich f(z) thanh tich
nhitng da thtc bat kha quy trén céc vanh: Z; Z(v/2); Q va R.

Trong cdc bai tap ti 2.5 dén 2.8, nhing da thic da cho c6 vit khd quy
trong vanh da cho hay khong? Tar sao?

2.5.
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2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.
3.8.

! + 22 — 6 trong Q[z].

413 + 322 + z + 1 trong Zs(z].

x4 — 22% + 2% + 1 trong R|z].

5 ¢6 bat kha quy trong Z[i] hay khong?

Gia st A 12 mot vanh giao hoan, a 12 phan t luy linh. Ching
minh rang da thic 1 + ar € Alz] kha nghigh. Téng quat hon,

néu ag kha nghich va ay, ..., @, luy linh thi Y a;z' kha nghich.
1—0

. Vanh chinh

Cho F la trudng. Chiing minh tryc tiép ring:
a) Flz] la vanh chinh. -

b) Néu p(z) la da thic bit kha quy trén F thi idean chinh
sinh bdi p(z) 1a téi dai trong Fz], tit d6 suy ra vanh thuong
F = Flz]/(p(z)) 1a mot trudng.

a) Chitng minh ring hai da thitc bat khd quy trén cing mot
trudng khong thé cé nghiém chung.

b) Néu f(z) vd g(x) c6 nghiem chung va f(z) 1a bat kha quy
trén truong F thi f(z) | ¢(2).

Néu f(z) la da thitc bat kha quy trén trusng F, ¢6 bac n > 1
thi khong ton tai trong F hai da thic khic khong c6 bac nhéd
hon n ma tich ena ching chia hét cho f(z).

Gia st @ va b 1a hal phan ti nguyén té cung nhau cia vanh
chinh 4. Ching minh idéan sinh ra bdi a va b 1a vanh A.

Cho p la mot phan ti khac 0 ciia mdt vanh chinh A. Chiing
minh p 14 bat khi quy khi va chi khi Ap 13 moét idéan toi dai
cna A. .

Chitng minh rang trong mot vanh chinh, cic idéan nguyén té
khac 0 déu la cac idéan téi dai.

Ching minh mét trugng 1a moét vanh chinh.

Vanh thuong cua mot vanh chinh ¢é phai 1a mét vanh chinh
khong?
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3.9.

3.10.
3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.
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Gia st R 13 vanh chinh va A 1a idéan cia R. Chiing minh ring:
a) Moi idéan cia vanh R/A déu la idéan chinh.

b) Vanh thuong R/A la vanh chinh khi va chi khi A 1a idéan
nguyén to.

Vanh con clla mét vanh chinh ¢6 phai 1a mdt vanh chinh khong?
Gid st A = {a + b/3ila, b € Z}.

a) Ching minh ring A cung véi phép cong va phép nhan cac sb
phitc 12 mét mién nguyén.

b) Chimg minh ring 2,1+ v/3i,1 — v/3i la nhing phin tit bat
kha quy ctia A nhung khong phai 12 nhitng phan tit nguyén t6.
T d6 suy ra A khdong phéai 1a mot vanh chinh.

Chimmg minh rang vanh

A={a+bV2i|abeZ}

14 moét vanh chinh.

Ching minh rang vanh A = {% €Q| (m,n) =1, nlé}lamot
vanh chinh.

Ching minh ring vanh Z{z] khéng la vanh chinh, nhang vanh
thuong Z(z)/(z? + 2) 12 mét vanh chinh.

Cho K la mét vanh giao hodn c¢é6 don vi 1 # 0.

a) Ching minh ring K{z] la vanh chinh khi va chi khi K 1a mot
truong.

b) Ménh dé a) con ding khong khi thay K[z| bdi vanh K|c|, v6i
c 12 phan t dai s6 trén K.

Cho K la vanh giao hodn ¢6 don vi 1 # 0. Chitng minh:

a) Néu K )a vanh chinh thi moi idéan cia vanh K x Z déu la
chinh. K x Z c6 la vanh chinh khong?

b) Vanh da thitc K[z] 1a vanh chinh khi v chi khi K 13 vanh
don (theo nghia 1a vanh chi ¢6 2 idéan 14 0 va K).

Cho K la mot truong. Vanh da thic hai an K|z,y) ¢6 phai la
mot vanh chinh khéng, tai sao?

Tim céc s6 nguyén duong n sao cho vanh da thic Z,|z] 1a mot
vanh chinh.



3.19.

Cho da thic f(z) = 2?2 + 1 € Z4[z], I 1a idéan cia Za[z] sinh
hdi f(z).

a) Chiing minh rang vanh thuong K = Z3[z]/7 1 mdt trudng.
Xéac dinh moi phﬁn tit cia K va tim nghiém cua f(z) trong K.
b) Xac dinh dac sb cia K.

Phan tich cdc da thitc trong cdc bai tdp tit 3.18 dén 3.29 thanh cdc
nhan t bdt khd quy trong vanh dé cho.

3.20.
3.21.
3.22,
3.23.
3.24.
3.25.
3.26.
3.27.
3.28.
3.29,

z% — 1 trong Q|z].

z® + 1 trong Z,|z).

z* 4+ 1 trong Zs[z}.

223 + 2% + 4z + 2 trong Q|z].
21* + 2% + 4z + 2 trong Clz).
7% — 16 trong Clz].

r% — 16 trong R[z].

78 — 16 trong Q|z].

z¥ — 16 trong Z,7|z].

Chitng minh rang Z[v/-5] = {a + bv/—5 | a,b € Z} khong ¢6
tinh chat nhan tir hoa duy nhét.

Mién nguyén R dude goi la théa man diéu kign c6 udc chung lon
nhdt (viet tat la UCLN) néu trong R moi cip phan ti a.b khéng dong
thoi bang khong déu c6 wdc chung lon nhdt. Ching minh cdc ménh dé
tir bar 3.80 dén bai 3.39 sau.

3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

Cho a, b, ¢ thudc mién nguyén R thda man diéu kién c6 UCLN.
Khi dé ta c6:

1) ¢(a, b) = (ca,cb),

2) Néu (a,b) =1 va {a,c) =1 thi (a,bc) = 1.

Cho R la mot mién nguyén théa man diéu kién c6 UCLN, p 1a
phan tit bat kha quy thuge R. Khi d6 véi mei a thude R, hode
a chia hét cho p ho#c a vd p nguyén t6 ciing nhau.

Trong vanh R théa man diéu kién ¢6 UCLN, mét phéan tif 1a
bt kha quy khi va chi khi né 1A nguyén to.

Cho R 13 mién nguyén thod man diéu kién ¢c6 UCLN, p € R 1a
phan tr bit khd quy. Néu a;,a,,....a, (n > 2) la nhing phan
tit cia R sao cho plajay...a, thi tdn tai a, sao cho play.
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Day cdc phan tt khdc khéng ciia mién nguyén R
Ay, dn, ..., Ay, ...

duge goi la moét day chuyén giam nhitng udc néu a,,y | o, vdi
n=1,2,... Day chuyén duge goi la ditng néu ton tai sé nguyén duong
s sa0 cho a, lién két vdi a, véi moin > s.

3.34. Cho R Ia mot mién nguyén thoa man dién kién dimg nhimg
ude thue sy, Chitug minh rang néu a € 1Y, a # 0 va khong kha
nghich thi a ¢c6 mot use hat kha quy.

Mién nguyén R dugc goi la vanh nhin ht hod (hay vinh Gauss)
néu mor phan tiz khdc 0 va khong kha nghich cia né déu phan tich
duge mot cdeh duy nhit thanh mot tich nhing nhan ti bat khd quy,
sat khdc that ty cdc nhan it va sai khdc cac nhan t2 kha nghich, Chitng
minh cde ménh dé i 3.35 dén 3.40 sau.

3.35. Cho R la mét mién nguyén thod man diéu kién dimg nhimg ude
thue sy va diéu kien ¢6 UCLN. Khi dé6 R 13 mot vanh nhan
ti hod (hay vanh Gauss). Tt dé suy ra moi vanh chinh déu la
vanh Gauss.

3.36. Vanh nhan ¢ hod thod man diéu kign dimg nhimg ude thue siy
va dieu kién ¢é6 UCLN.

3.37. Cho vi du ching to:

a) Vanh con chita don vi ¢fla vanh nhan tif hod ¢6 the khang 1a
vanh nhan ti hoa.

b) Vanh thuoug R/A clia vanh nhan tit hod K theo idéan A ¢6
thé khong 1a vanh nhan ti hoa, ké ¢a khi R/A 1a mién nguyén.

3.38. Cho A la mot vanh Gauss, A 1a trudng cac thuong clia A.
f(z) =ap+aaz+ - +a2” € Alx)

duge goi 1a mét da thite nguyén ban néu udce chung 16n nhat cia
cac hé tf ag, ay, ..., a, bing 1. Ching minh ring;
a) Tich ctia hai da thite nguyén ban 1a mét da thite nguyén ban.
b) Néu da thite f(z) € Alz] kha quy trong A[7] thi né ciing kha
quy trong Alx].

3.39. Gi4 stt p(x) 13 mot da thite véi hé sd nguyén va bat kha quy
trong Z[r]. Chitng minh ring trong Z[x] néu p(z) chia hét tich
f(x).g(x) thi hodc p(z) chia hét f(x) hofic p(r) chia hét g(z).
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3.40.

4.1.

4.2.

4.3.
4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

Chitng minh ring néu A 1a mot vanh Gauss thi vanh A[z] ciing
13 vanh Gauss. Tinh chit nay con ding khong néu thay gia thiét
"vanh Gauss" bing gia thiét "vanh chinh".

. Vanh GOclit (Euclide)

Chiing minh ring cac vanh sau la vanh Oclit:
a) Z[V2] = {a+ /2 | a,b € Z};

b) Z[iv2) = {a + bV2i | a,b € Z};

c) Z[z)/(z? + 2);

dA=2Z [1—+——— ;“11] - {a+bi—— ;—ula,beZ}.

Ching minh ring vanh A = {1:— €eQl(mn)=1 nk}h
mot vanh Oclit.
Chitng minh ring méi trudng 1A mdt vanh Oclit.
Cho mdt vi dy chitng té ring vanh con chia don vi clia mot
vanh Oclit ¢6 thé khong phai ta vanh Oclit.
Gia st R la mot vanh Oclit va A 12 idéan cia R. Chitng minh
vanh thuong R/A 1a vanh Oclit khi va chi khi A la idéan nguyén
t6 cha R.
Gia stt A 1a mgt vanh Oclit. Chimg minh ring A 14 mét truong
khi va chi khi é(z) 1a hing véi moi z € A*.
Gia st
f@y=2*+ ¥+ + 1 +1,
g(z) =2+ 22+ + 1.

Tim udc chung 16n nhat clia f(z) va g(z) trong Zz].

Vo cdc bai tap tie 4.8 dén 4.14, tim UCLN cia cdc phan ti a,b tron~

vanh

Oclit da cho, va tim cdc phan tid s,t trong vanh dé thod m .n

as + bt = UCLN(a,b).

4.8.
4.9.
4.10.

a = 33,b =42 trong Z.
a = 2891, b = 1589 trong Z.
a=27*—4z? — 8+ 1,b = 223 — 52 — 5z + 2 trong Q[z].
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4.11.
4.12.
4.13.
4.14.
4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

a=1%-1%-1622+12x - 2.b = 2° - 22* — 162 + 8 trong Q[z].
a=z'+z+1,b=1*+2*+ 7 trong Zs|z|.
a=z'+2,b=1"+3 trong Zg(z|.

a=4-—1,b=1+1 trong Zi].

Z[z] c6 phai la mdt vanh Oclit cing v6i anh xa cho béi
6(f(x)) = deg f(z) v6i mbdi da thic khac 0 hay khong? Z[z]
¢6 phai 12 mot vanh Oclit véi mét dinh nghia nao khéc cia
5(f(x)) hay khéng?

Xét vanh Oclit Z[i} v6i chuén:

N:Z\ {0} — N, m + ni —» m>+n?.

Chitng minh riang véi moi o € Z[z] \ {0} ma N(a) nguyén td
trong Z thl o la phan tif nguyén té trong Z[i]. Diéu ngugce lai
¢6 dung khang?

Néu R 1a mot mién nguyén. Chitng minh ring cic khdng dinh
sau la tuong duong:

a) R 1a mot trudng.

b) R[z]| 12 mot vanh Oclit.

c) R[x] & mot vanh chinh.

Ching minh rang khéng tén tai mién nguyén R sao cho vanh
da thite hai an Rfz.y] 1a mot vanh Oclit.

Vi cdc bai tap 4.19, 4.20, xdc dinh bang cong va nhan cho cdc vanh
da cho. Tim tdt ca cdc udc cia 0 trong méi vanh Vanh nao trong cdc
vanh nay la truong?

4.19.
4.20.

Zy[z)/ (2% + 1).
Zalz]/(2* + 2z + 2).

Cdc phdn t& nao trong cdéc bai tap tit 4.21 dén {.26 la bat khd quy
trong cdc vanh da cho? Néu ¢o phan ti bdt kha quy, tim truong cde
thuong tudng ing theo modun idéan sinh bdi phan ti dd.

4.21.

r? — 2 trong R|z].

4.22. * + r* + 2 trong Zs|z].
4.23. 2* — 2 trong Q[x].
4.24. 27 + 423 — 3iz + 1 trong Clz].

100



4.25.
4.26.
4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

7% — 3 trong Q(v2)[z].

3z% — 4z* + 2 trong Q[z|.

Gia st vanh E véi anh xa 6 : £* — N 1a mot vinh Oclit. Ching
minh t6n tai anh xa Oclit: |

§:E"—> N

sao cho 0'(E*) = {0,1,....n} vdi n > 0 hoac §'(E*) = N.

Gia sit £ 1a mot vanh Oclit vé&i anh xa Oclit 6. Chntng minh
§(u) 1a phan tit bé nhit cta §(E*) khi va chi khi u kha nghich
trong £.

Gia st E 1a mdt mién nguyén nhung khong 1a trusng. Chiing
minh ring didu kién cin dé F 1a vanh Oclit 1a tdn tai mot phin
tt khong kha nghich z € E sao cho moi 16p cla E/(z) ¢6 mot
dai dién hosc kha nghich, hosc bing 0.

Chitng minh vanh:

A={a+b1—+;—@|a,b62}

khong phai la mat vanh Oclit. (Ngudi ta c6 thé chimg minh A
13 vanh chinh). '
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Chuong VI

PHAN TICH PA THUC |
TREN CAC TRUONG SO

1. Phan tich cac da thiic thyc va phitc

Ta nhic lai ring, mét da thite f(z) c6 bac duong dude goi 1a khd
quy trén trudng F néu né cé thé phan tich duge thanh tich cla hai da
thitc c6 bac duong trong F[r]. Néu né khong thé phan tich nhu vay,
f(z) dugce goi 1a bt khd quy trén F, va f(z) 1a mdt phan tit bit kha
quy ctGa vanh F|[z].

Dinh ly co ban cia Dai sé: Néu f(x) la mét da thiic trong Clz] 6 bic
duong, thi f(z) c6 nghiém trong C.

Céac nghigm phite clia cic da thite thuc tdn tai theo timg cip lien
hop:

(i) Néu z = a+bi la mot nghiém phitc cia da thite thue f(z) € Rlz],
thi lién hop cia né zZ = a— bi cing la mot nghiém. Do dé da thie thic

(z — 2)(z — %) = 2% — 2ax + (a® + b?)

la mot nhan tu cia f(z).

(i) Néu a,b,c € Q va a + by/c la mét nghiém v6 ty cia da thic
hitu ty f(z) € Q|z], tht a — by/c cing la mdt nghiém, va da thic hiu
ty

z? ~ 2az + (a® - bc)

L mot nhan ti cia f(x).
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Céc da thic bat khd quy trong vanh Clx] la cdc da thiic bac 1. Cdc
da thite bat khd quy trong vanh R{z| la cdc da thic bac 1 cing vér cdc
da thic bac 2 c6 dang ax? + bx + ¢, trong dé b* < 4ac.

.

2. Phan tich cac da thirc nguyén va hiru ty

Mat da thige hita ty luén luén cé thé dua duge vé& mét da thitc
nguyén bing cich nhan né véi boi chung nhé nhat (BCNN) cia cac
mau sb cia ciac hé sé cha né. Bay gid ching ta dita ra cic phuong
phap khac nhau dé xac dinh xem mot da thitc nguyén c6 nghiém hitu
ty hoac bat kha quy trén Q.

Dinh 1y nghiém hitu ty: Cho da thic vd: hé s6 nguyén

p(z) =ao+ a1z + - + a,x" € Zlz].
Néur/s la nghiém hitu tyj ctia p(x) va UCLN(r,s) = 1, thi:

(l) 7‘1@0.

(ii) s|an.

Noéi riéng, néu da thic p(z) € Z[z] vdi hé tit cao nhat bing 1 thi nghiém
hitu ty (néu c6) cia f(x)-la nghiém nguyén, va sé6 nguyén nay la wdc
ctia 86 hang tu do.

Nghiém hitu ty cla da thic p(z) € Z[z] cling ¢6 thé dugc tinh theo
phudng phap sau: Nhan hai vé cia phuong trinh p(z) = 0 véi a?~! vA
dat y = a,r ta duge phuong trinh

qy) =bp+biy+...+ b,y +yt =0,
3 d6 he s6 ctia y" bang 1. Khi d6 theo Hé qui 2.2 nghiém hitu ty cia
phuong trinh ¢(y) = 0 néu ¢6 phai 14 56 nguyén va la udc cha by. Trong
trudng hop don gian ta cé thé kiém tra trice tiép nhitng ude nay ¢6 la
nghiém cila phuong trinh hay khéng. Déi véi truong hop chung ta cé
thé lam giam sb phép thit nhd mot ky thuat don gian dude trinh bay
dud day.

Gia st g(1) # 0 va q(—1) # 0. Néu c 12 mét nghiém nguyén cua
q(y) thi q(y) chia hét cho y — ¢ :

q(y) = (y — c)h(y).
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Theo dinh 1§ v& phép chia véi du ta c¢6 h(y) € Z[y], nghia la cac hé s
ciia h(y) déu la sb6 nguyén. Tu dé

R(1) = q(1) R(=1) = g(=1)

P l1+c¢

]2 nhing s6 nguyén. Didu nay cho phép chiing ta chi cAn kiém tra déi
véi nhimg udc ¢ cia by ma

q(1) q(=1)
1—¢ 1l+4c¢

déu la nhimg s6 nguyén.

Néu ¢(1) = 0 hoac g(—1) = 0 thi ta chia g(y) cho y — 1 (tuong ing
cho y + 1) va tiép tuc lam nhu trén véi da thitc thuong.

Bd dé Gauss: Cho da thitc vdi hé s6 nguyén
f(z)=ao+ay+ - +anz" € Zz].
Néu f(x) c6 thé phan tich dugc trong Q[z] thanh f(z) = g(z)h(z) véi

g(z), h(x) € Qlz], thi f(z) cung phan tich dugc trong Z(z].

M6t cach tuong duong, néu da thite f(z) € Zlz], bac n > 1, bat
khd quy trén Z thi cing bat khd quy trén Q.

Tiéu chuan Eisenstein: Cho da thitc vdi cdc hé sé nguyén
flz)=ao+az+--+apz", (n>1)

vd gid su ton tai s6 nguyén t6 p sao cho p khéng chia hét a, nhung
chia hét cdc hé sé con lai va p® khéng chia hét ay. Khi dé f(x) la bat
khd quy trong Q[z].

Tiéu chudn bat kha quy thu gon: Cho p la mét s6 nguyén té va da
thic
f(z) =ap+ a1z + ...+ a,x" € Z{x],

c6 da thic f(x) tuong ing
F@) =8+ @z + ... + 8z € Zy[2]

sao cho f(x) # 0 va bac cia f(z) bing bac cia f(z). Khi d6, néu f(z)
la da thic bat khd quy trong Z,[z] tht f(x) bdt khd quy trong Qz].

104



Tiéu chuin Eisenstein vin ding néu thay Z bédi vanh A va Q bdi
trudng cac thuong cia A.

3. Phan tich cac da thdc trén trudng hitu han

Mot da thic trong Zy[z] ¢ nhan td z + 1 néu va chi néu né ¢ mot
$6 chdn cdc hé 6 khdc 0.

Bai tap

1.

1.1,

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Phan tich cac da thirc thuc va phitc

Trong vanh C|z], chitmg minh ring da thic f(z) chia hét cho da
thic g(z) khi va chi khi moi nghiém cia g(z) cing la nghiém
cia f(z) va moi nghiém bot k ena g(z) ciing la nghiém boi 16n
hon hodc bing & cia f(z).

Trong vanh Q[z], ching minh ring da thuc:

f(l‘) — ISk + x3l+l + 13n+2 (k,l,n c N)

chia hét cho da thic g(z) =22 +z + 1.

Cé thé dinh nghia duge mét thuat toan chia trong Rz, y] hay
khong? Co thé chia z°+3zxy+vy+4 cho zy +v°+ 2 hay khong?
Gia st K 13 mot trudng, f(x) va g(z) 1a hai da thitc nguyén té
cung nhau trong K[z]. Chimg minh ring yf(z) + g{z) 12 mot
da thitc bat kha quy trong Kz, ).

Mot anh xa ¢ : C — C dude goi 1a 4nh xa da thic trén C néu
ton tai mot da thue f(r) € Ciz] sao cho ¢(a) = f(a) Va € C.
a) Ching minh ring c¢6 mot song énh giita tap Clz] va tap cac
anh xa da thic trén C.

b) Ménh dé a) con ding khéng néu thay truong C béi truong
K tuy .
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2.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Phan tich cac da nguyén va hitu ty

Nén /5 13 mot nghiem hitu 19, d dang t6i gidn, ciia mot da thite
p(x) vdi hé s6 nguyén, chimg minh ring p(2) = (s —7)g(x) véi
mot. da thite ¢(z) ndo dé véi he sd nguyén.

Chitng minh ving r/s, § dang toi gian, khong thé 1a mot nghiém
cla da thiie nguyen p(z) trx khi (s —7) | p(1). Didu nay cé thé
duge st dung dé rit ngdn danh sich cic nghiém hitu ty ¢é thé
¢6 ctia mot da thite nguyén.

Ching minh ring v/2//5 1a sb vo ty.

Trong vanh Q[r] chiing minh ring da thic f(z) = 23 -3n%r+n?,
vSi n 1a mot sé tie nhién khac khéng, 12 mot da thite bat kha
quy. ’

Tim nghiém htu ty cfla cac da thic:

a) % — 622 4+ 152 — 14,

b) 243 + 3% + 61 — 4,

c) 2% — 62° + 11a* — 2% — 1802 + 20x + 8,

d) 2% + 201 + 6% + 322 — 122 — 48,

Chitng minh rang da thidc f(z) véi hé s6 nguyén khéng co
nghiem nguyén néu £(0) va f(1) déu la nhimg s6 16.

Chitng minh rang néu da thie
f(r) =ax* +br+c € Zx] (a #0)

¢6 nghiém hitu ty thi it nhat mot trong ba sb a, b, ¢ chin.
Dimg tigu chuin Eisenstein chitng minh ring cic da thite sau 1a
bat khid quy trong Q|z]:

a) 2% + 15,

b) 328 — 425 + 825 — 10z + 6,

¢) z3 —3xr -1,

d) zt - 2 + 22 + 1,

e) zt — 843 + 122° — 61 + 3.

Trong cdc Boa tdp tix 2.9 dén 2.11, hay phan tich cdc da thice thanh
cdc nhan i bit khd quy trong Qlx):

2.9.
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2.10.
2.11.
2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.
2.18.

3 — 4y + 1.
! 4+ 313 + 92 — 9.
Cho ay, ay, ..., a, & cac s6 nguyén phan biét. Chitng minh réng
da thie

(r—a)(r —ap)? (. —ay)? +1
la bat kh& quy trong Qlz].
Tim didu kién cdn va di dé da thice f(z) = 2* + px? + ¢ 1a bat
kha quy trong Q[z].
Phan tich méi da thite sau thanh tich nhitng da thie bat kha
quy trong Q[x, yl.

a) ¥ — 2,
b) 2t — 42,
c) 2% — ¢°,

d) z7 + 20y + 32 + 9y.
Ching minh ring da thie 22 + 3222 + 22%y + 29" + Ty + % a
bat kha quy trong Q[z,y).
(Tieu chudn bt khi quy thu gon). Cho p la s6 nguyén té va da
thite

fHz) =00 +aiz+- - +a,2" € Zz]

¢ da thite f(z) tuong ing
F(x) =T + @iz + - + 8" € Ly 7]

sao cho F(r) # 0 va bac cfia f(x) bing bac enia f(x). Khi do
néu f(x) la da thic bat kha quy trong Z,[r] thi f(z) bat khé
quy trong Qlz].

Xét tinh kha quy ea da thic z* — 1522 + 7 trong vanh Q]

Cho da thite p(z) = z* — 3z + 1. Chiitng minh réng:

a) p(x) bat kha quy trén Q va ca ba nghiém clia né trong C déu
la thie.

b) Néu ¢ 14 mot nghiém chia p(zr) thi ¢ vi ¢ + 2 1a hai phan ti
kha nghich trong vanh A = Z|¢].

c) 2A la mot idéan nguyén té cia A.
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3.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

3.5.

3.6.
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Phan tich cac da thic trén truong hitu han

Tim tit ca cdc da thic béat kha quy bac 2 trén Zs.

Tim mot da thite bat kha quy bac 2 trén Zs.

Tim mét da thitc bat kha quy bac 2 trén Z,.

Cho L, 1a tap tat ca cac ham tuyén tinh f : Z, — Z, c6 dang
f(z) = az + b, trong d6 a # 0 trong Z,. Ching minh ring L,
chng véi phép toidn hgp thanh cic 4nh xa 13 mot nhém cé cap
p(p—1).

Néu p 14 mét sé nguyén td, ching minh ring (z — a)|(zP~! - 1)
trong Z,|z] véi moi s a # 0 trong Z,. Tit d6 ching minh ring

P -1=( - 1)(z—2)..(z-p+1) trong Z,[z].

(Dinh ly Wilson). Chiing minh ring: (n—1)! = ~1 (mod n) néu
va chi néu n 1a sb nguyén té.
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Chuong 1

CO SO

1. Tap hgp

1.1. Gia st S C T. Khi d6:

Véimoize StacbzeT nenz € SNT. Suyra S < SNT. Bao
ham nguge lai: SNT € S 1a hién nhién. Vay SNT = S,

Véimoir e SUT tacore€ Shodicz € T. Do S C T nén ta cé
x €T hay SUT C T. Bao ham ngude lai T C S U T la hién nhién.
Vay SUT =T.

Céc ching minh con lai hoan toan tuong tur.
1.3. Dua vao dinh nghia.
1.6. Gid st A € P(X). Khidétacé AC X CY hay A€ P(Y).
1.7. Néu A\ (A4 \ B) = B thi hién nhién B C A.

Ngugc lai, gia st B C A.

Néuz € Bthido BC Anénz € Avaz ¢ A\Bhayz € A\(A\B).

Néuze A\(A\B)thize Avaz¢ A\Bhayz€c Avaz € B
(vi khong thé xay ra truong hop z ¢ A).
1.8. a) va b) la hién nhién.
c) Giastz € BN(JA;) Khidé z € B vaz € {JA;. Suy ra ton tai

il i€l
iweldéze Bvaze A, hayx € BNA,;,. Vayz € J(BnN A).
iel
Dao lai. gia sit r € |J(B N A;) thi ton tai iy € [ dé z € BN Ay
i€l
hay r € Bvaxz € A, ,dodéz € Bvaz e |JA:
i€l
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Vay r € Bn{JA).

€]

1.9. a) Hién nhién U B; ¢ E. Gia st z la phan t& bt ky thuoc E.
i=1
Khldotonta,lkvdx1<k<nsa,ochoz€Ak nhung r ¢ A;_;. Suy

raz € B,_,. Vay E C UB,,vadodoE UB

i=1 i=1
b) Ta c6 By N A = @ V| < k. Khong mét tinh téng quét ta gid sk
i>j. Khidé B;nA; =0. Ma B; C A; nén B;NB; = 0.

1.10. Liy mot phan tif tuy y A;, € {4y, As, ..., An}. Néu A;, khong
chita tap nao con lai thi 4;, 1a tap can tim. Néu né chda tap A;, thi
ta lai lap luan véi A;, nhu dbi vdi A;,. Cit nhu vay ta sé duge mot day
gidm thue sy

Ay DA, DDA D..
D3y nay phai dung vi chi ¢6 mét sé hiru han tap A;. Nghia la ¢6 it
nhat mét tap A; khéng chita mot tap ndo trong sb cac tap con lai.
1.11.a) Taco AUB = (A\ B)U(ANB)YU (B\ A) nén

AAB=(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A).

b) Hién nhién do tinh giao hoan cta phép hgp va phép giao.

¢) AN(BAC) = AN((B\C)U(C\B)] = [AN(B\C)]U[AN(C\ B)]
= (ANB)\(ANC)U[(ANC)\(ANB)] = (ANB)A(ANC).

-

2. Anh Xa

2.1. Anh xa 13 nguge trai déng thoi cla f,g va h la anh xa.
k:Z—Z, k(n) = [g] (trong d6 [z] 12 phan nguyén cia z).
2.2. a) Giad st g c6 nguge trédi la ¢ : Y — X, f ¢6 nguge trii la
f': Z - Y. Khi dé, ngudc trai chia foglag'o f/: Z — X.
b) Xét cac dnh xa:

n

7 = 5] g(n) =2n

tit Z vao Z. Khi d6 fo g(n) = n c6 ngudc trai, song f khéng c6 nguge
tral vi f khéng phai la don anh.
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2.3. a) 2.C2. b) 0.
2.4. Ky hiéu f(z) = z° thi ta c6 f(N) = f(Z) bing tap céc sb chinh
phuong,

1@ ={& 1o~ 1ipacz)

va f(C) = C. Trong s6 d6 chi ¢6 4nh xa tit tap N lén chinh né la don
anh.

2.5. Anh xa ngude cda anh xa f 1a:
fFlT:R-R
2~z
6

xT —>

2.6. Néu n = 0 thi f 1a mot song anh. Néu n > 1 thi f 13 mét don
anh nhung khong la toan anh va do dé ciing khong phai la song anh.
2.7. Ta chi can ching minh f don 4nh < f toan anh. That vay, gia
st X = {r1,2;.....2,}, néu f 1a don anh thi ta ¢6: f(z;) # f(z,) vdi
moi x; # x;. Do dé:

Imf ={f(z,) | z: € X} C X,

dong thai [Imf| = | X| =n. Vay f la toan anh.

Ngudgce lai, néu f 1a toan anh va z; # z; thi ta c6 f(z;) # f(x;) (vi
néu khéong thi s mau thudn véi gid thiét f(X) = X). Hay f 1a don
aAnh.

Anh xa f : N > N,z — 2z la don anh ma khong 12 toan anh. Con

xr
snhxa f:N— N,z [5] la toan 4nh ma khong la don anh.

2.8.a) Giastty € f(A)\ f(B). Doy € f(A) nén tdn tai z € A sao
cho y = f(z). M#t khdc do f(z) =y ¢ f(B) nén ¢ ¢ B. Vay ton tai
r € A\ Bsao choy= f(z) € f(A\ B). Tit d6 suy ra

F(ANF(B) C f(A)\ f(B).

Véianh xa f 'R > R, z v 22 vA A = {0, -1}, B = {1} thi ta
c6: A\ B = {0:—1} nén

FANf(B) = {0, 1)\ {1} = {0} # f(A\ B) = {0;1}.
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b) Ta con phai ching minh: f(A\ B) C f(A)\ f(B). That vay, lay
y € [(A\ B) khi do tén taiz € A\ B dé y = f(x) hay ton tai r.€ A
maz ¢ Bdéy= f(x).

Tacoy = f(z) € f(A)vay = f(x) ¢ f(B) (vintuy = f(z) €
f(B) thi tdn tai ' € B dé f(2') = y va di nhién 2’ # x, diéu nay trai
vl gid thiét f 13 don anh).

2.9.2) Gid sty € f(AUB). Khidé tdn tai r € AUB dé y = f(x).
Viz € Ahodcxr € Bnény = f(z) € f(A) hoic y = f(z) € f(B).
Hay y € f(A)U f(B).

Nguoc lai, gia sty € f(A)U f(B) suy ray € f(A) hoacy € f(B).
Do d6 tén tai z € A hoic z € Bdéy = f(z). Hayy € f(AU B).
¢) Gia st z € f'(CUD). Tacé: f(z) € CUD. nghia la: f(z) € C
hoiac f(z) € D. Do d6 z € fYC) hoac x € f~' (D). Vay
re fYCYU fYD).

Ngugce lai, gid st z € f~1(C) U f}(D). Khi d6 £ € f~'(C) hoic
z € f7YD)nén f(z) € C hoac f(r) € D. Do dé f(x) € CUD va suy
raz € f~Y(CU D).

Céac dang thic va bao ham thitc con lai duge chitng minh tuong
tu.

2.11. a) Gia s f 1a don anh. Theo Bai tap 2.10 ta ¢6:

IS (A) D A

Bay gi¢s ta chiing minh bao ham thitc nguge lai. Vi z € f1(f(A))
ta c6 f(z) € f(A). Suy ra ton tai a € A sao cho f(a) = f(z). Do gia
thict f 1a don anh nén z = a € A. Vay f7'(f(A)) C A.

Dao lai, gia st A = f1(f(A)) v8i moi A-C X va f khong la
don anh. Khi dé tén tail hai phan tit phan biét ;.25 € X sao cho
flxy) = fz,). Xét A = {z,}. Khi dé ta cé:

STUAA) = FHS (1)) = {21, 22} # A
trai gia thiét. Vay f 1a mét don anh.
b) Gia su f 1a don anh. Theo Bai tap 2.9 ta ¢6

f(ANB) C f(A)N f(B).

Bay gig, véi moi y € f(A)N f(B) tacé y € f(A) vay € f(B) suy
raton taiz, € Adé f(z,) =y vatén taiz, € Bdé f(z,) = y. Do f la
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don anh nén z, = z, = z. Vayz € ANBvadodéy = f(z) € f(ANB).

Nguge lai, gia st f(AN B) = f(A) N f(B) v6i moi A, B C X.
Gia st phan chitng ring f khong phai 1a don anh. Khi dé ton tai
ry,xy € X, 1) # x5 sao cho

flm) = flz) =y
Lay A = {z,}, B = {z,} thi ta ¢6 f(A) = f(B) = {y}. Suy ra
fANf(B) = {y}.
Nhung AN B = @ nén f(AN B) = 0. Vay f(AN B) # f(A)N f(B),
trai v6i gid thiét.

2.12. a) GiA st h = ¢gf la mot don anh va x;,25 € X sao cho
flzy) = flza). Tt d6 suy ra

h(zy) = gf(z1) = gf (22) = h(z2).

Do A la don 4nh nén z, = z,. Vay f la mét don anh.
Gia sit thém f 14 toan anh va v3i 3,42 € Y sao cho

g(n) =g9ly) =2€ Z.

Do f la toan anh nén ton tai z,,2, € X sao cho f(z,) = y, va
f(z2) = yo. Suy ra:

h(z,) = 9(f(z1)) = g(y) = 9(y2) = 9(f(z2)) = h(z2).
Do h la don anh nén z; = z,. Vay 14 = f(z1) = f(z2) = y», nghia la
¢ 1a don anh.

b) Gid sit h = gf 1a toan 4nh va z 1a mot phan tit bat ky thuse Z.
Khi d6 tén tai 7 € X dé h(z) = 2. Dat y = f(z) € Y, khi dé

9(y) = 9(f(z)) = 9f(z) = h(z) = 2.

Vay g la toan anh. _

Néu gia thiét thém g 13 mdt don anh vh y 13 mot phan ti ty y
thudc Y thi ta c6 g(y) = 2 € Z. Do h 12 toan 4nh nén ton tai z € X
dé

h(z) = gf(z) = g(f(z)) = z.
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Hay ¢(y) = g(f(z)). Lai do g 1a don anh nén y = f(z). Vay f 13 mot
toan anh. .

2.13. Theo Bai tap 2.12, do fgf la don 4nh nén f 1a don &nh. Lai do
fgf 1a toan Anh nén f la toan anh. Vay f la song anh. Con

g=f"fgNf

14 tich cta ba song Anh nén ¢ 13 song anh.
2.14. V4 mdi A C X ta xét anh xa:

(5,4: X - Y
, lnfuz e A
T —
Onéur¢ A

Nhu vay, Hom(X.Y) = {44 | A € P(X)}. Khi d6, anh xa:
f: P(X) — Hom(X.Y)
A — 5A
la mot song anh.

2.15.a) = b). Gia sit f ladon anh va fg = f¢'. Khidé vl moiv e V
ta 6 fg(v) = fg'(v) hay f(g(v)) = f(g'(v)). Do f la don anh nén
g(v) =g'(v). Vay g = ¢’

b) = a). Gia sit ngugc lai ring f khong phai 1a mot don dnh. Khi dé
ton tai hai phan tt z,,75 € X. 7| # x9 sao cho f(z1) = f(z2). Xét
tap hop V = {1,2} va hai anh xa:

g: V. —» X g: VvV —- X
1 Iy 1 — Iy
2 = x 2 - x

Ré rang ta ¢6 fg = fg’ nhung g # ¢'. Didu nay trai véi gia thiét. Vay
f 1a don anh.

2.16. a) = b). Gié st f 1a mot toan anh va hf = h'f. Khi do véi
y €Y tuy ¢, ton tai z € X sao cho f(z) = y. Do dé:

h(y) = hf(z)] = R'[f(2)] = A'(y).
Vay h = h’.

b) = a). Gia st ngugc lai ring f khong phai la mot toan anh. Khi d6
ton tai y, € Y sao cho f~'(y) = 0. Xét tap Z = {0; 1} va hai 4nh xa:
h:'Y — Z
y — 0
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K.Y — VA
{0 néu y #
y — <
1 nény =y,
Ro rang ta ¢6 hf = h'f nhung h # h’. Diéu nay mau thudn véi gia
thiét. Vay .f la toan anh.
2.17. Ta sé& chitng minh khang dinh b).
Gia sty € f({)A,). Khi dé ton tai z € [ A; sao cho y = f(z) hay

iel iel

téntaiz € A,VieIdéy = f(r). Dodéy = f(x) € A, Vi€ I hay

f(z) e ) (A)-

i€l

Céc khang dinh a), ¢) va d) duge chiing minh tuong tu.

3. Quan hé hai ngoi

3.1. a) Phan xa, déi xitng, bic can nhung khéng phan déi ximg.

b) Déi xing nhung khéng phén xa, khéng phan déi xing va khong
béc cau.

c) Phan xa, phan déi xting, bdc cdu nhung khong déi xing.

d) Phén déi xting va bic cdu nhimg khong phan xa va khong d6i xitng.
e) Déi xiing va bic cau nhung khong phan xa va khéng phan déi xiing.
3.2. a) Quan hé p 1a 46i xting nhung khang bic cau.

b) Quan hé & vita la déi xitng vira 13 bic cau.

3.3. a) Ta dé thi lai duge S 13 mdt quan hé tuong duong trén R2. Khi
d6, méi 16p tuong duong theo quan hé S la:

(a.b) = {(z,y) | z=a} = {(a,y) | y € R}.
Day chinh )i tip hop cac diém trong mat phang ¢6 hoanh do = = a
hay dé 13 duong thing cbé phuong trinh z = a.
b) Anh xa f: R?/S = R, (a,b) — a la mot song 4nh.

3.4. a) V6i moi (a,b) € Z x N* ta c¢6: ab = ba nén (a, b)R(a, b).
Gi4 st (a, b)R(c, d), nghia 14 ad = be, suy ra cb = da. Vay (¢, d)R(a, d).
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Cubi cung, gia st (a.b)R(c,d) va (c,d)R(e, f), nghia 12 ad = bc
va cf = de suy ra adf = bef va cfb = deb. Do dé: adf = deb. Vay
af = eb hay (a,b)R(e, f).

b) Anh xa f: Q — Z x N*/R
P9

q
la mgt song anh.

3.5. Dya vao dinh nghia ta ¢6 diéu phai ching minh.

3.6. Xét quy téc g : X/E — S nhu sau: g(7) = f(z). Khi d6 quy téc
nay khéng phu thude vao dai dién z cta 16p . That vay, néu 7 = «’
thi zE2’ hay f(z) = f(2’) nén

9(%) = f(z) = f(z') = 9(z).

Vay g dugce xac dinh nhu trén 1a mét dnh xa.

Hon nia, véi moi z € X : g(p(z)) = 9(Z) = f(z) hay f = gop.

Gia st con ¢6 4nh xa ¢’ : X/E — S thoa man diéu kién f = g’ op
thi suy ra gop = g’ o p. Do p la todn 4nh nén g = ¢’. Hay 4nh xa ¢
xac dinh nhu trén 1a duy nhat.

Tiép theo, ta sé chi ra g 1a mot don anh. That vay, néu g(T) = g(z')
thi f(z) = f(z'), suy ra T = o',

Hon nita, do f 13 toan &nh nén véi moi y € S déu tén tai 2 € X
sao cho f(z) = y. Suy ra ton tai T € X/FE sao cho ¢g(T) = f(z) = y.
Vay ¢ 1a mot toan Anh va do dé g 14 mdt song anh.

3.7. a) D& thiy R c6 tinh chat bic cau.
Gia sit ta c6 2Ry, nghia la ton tai 7y, = 7,25, ..., 2, = ¥ sao cho

0y Tzy, 22125, ... 2 T2,
Do T ¢6 tinh chat déi xing nén ta cé:
T T e 3Ty, 12T 24
hay yRx. Vay R c6 tinh chit déi xing.
Cubi cling, gid sit 2Ry va yRz. Khi dé6 tdn tai z, = 7,29, ..., 2, = ¥

VA Y = ¥ Y2, ..., Ym = 2 580 cho

Tz, 29T2g, ..., 2 Tz
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Va
1h T'y2\ sz?}Q. »--,’ym—1TUm-

Vay ta cod 71 = 2,9, ... Tn Yo, .., Ym = 2 thoa man
21 Tw0, 59T w3, oty AT 2, Ty o Y1 T Y

Suy ra Rz hay R ¢6 tinh chat bac ciu.

Vay fR 12 quan hé tudng duong. Hon nita. theo cach xay dimg clla
Rthitaco: T C R
b) Gid stt H C 52 Ia mot quan hé tuong duong sao cho T C H va gia
stt (z,y) € R, nghla la ton tai 77 = 7,15, ..., T, = Y 530 cho

1 Txy, 25T a3, ..., 2y T Xy,
Do T C H nén ta cang ¢6
o Hry aoHxa, ...k 1 Hay,.

Lai t +tinh chit bic chu cia H suy ra xzHy hay
(r.y) € H. Vay R C H.
3.8. Sy ton tai. Trén X, xét quan hé S nhu sau: xSy khi va chi khi
7 =y. Dé thay S vira 1 quan hé tuong duong vita 13 quan heé thit tu.
Tinh duy nhat. Gia st trén X con quan hé T # S ma vita 1a quan
hé tuong duong vita la quan hé thi ty. Khidétén taiz,y € X, z # v
sao cho zTy. Do tinh chit déi xing cia T nén yTz. Két hop vdi tinh
phin ximg cta T suy ra z = y, diéu nay 13 mau thuidn. Vay quan hé¢
S x4&c¢ dinh nhu trén vita 1a quan hé tuong duong vira 1a quan hé thi
tu duy nhat. ¢

3.9. Gidi tuong tu Bai tap 3.8.
3.10. Dé chaitng minh R & mot quan hé that ty dya vio tinh don anh
cna f.

Mat khéc. vdi moi x.y € X ta cé f(x), f(y) € N. Do (N, <) la tap
sAp thit tu toan phan nén f(z) < f(y) hoic f(y) < f(x). Nghia la
7Ry hoac yRr. Vay R 1a mot quan hé thit ty toan phan.

3.11. a) Dé thiy R ¢6 tinh chit phan xa.

Gia stt fRg vA ¢S, nghia la ¢ 1A kéo dai cia f va f 1a kéo dal
cda g nén f = g.

Cubi cimg, giz st fRg vd gRh. Chinghan: f: A Y, g: B—>Y
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vii AC Bvag|, = fih:C - Y véi BC Cvah|, =g Khidé
hi, =gl = f nén h 1a kéo dai cla f hay fRh.

Vay R 1a mot quan hé thi t.
b) Gia sit S # 0.

Néu Y = {y} 1a tap chi c6 mot phan tit thi ®(S,Y) c¢6 phin tit bé
nhéat la 4nh xa @, phan tit 16n nhét 14 4nh xa:

f: 5§ - Y

r — Yy

Néu Y ¢6 nhidu hon mot phan tit thi mdi anh xa f : § — Y déu

la phan tf tbi dai. M&i 4nh xa di tit tap {z} dén Y déu la phan tu t6i
tiéu, vai x 1a phan tit thy ¥ eia X va khong ké dén anh xa réng trong
o(5,Y).
3.12. Gid sit ¢ € S 1a phan tif hé nhit cla tap sip thit tu S, nghia 1a
a <z véi moi ¥ € S. Gia it rang ¢6 phin tit a’ € S dé o’ < a thi két
hop véi a < o’ suy ra a = a’. Vay a 1a phan tit téi tién. Hon nita, néu
ay vA ag 12 hai phin tt bé nhét ciia S thi ta ¢6 cac quan hé: ¢y < ay
va a; < aq suy ra a; = as.

Dé6i véi phan tit téi dai, ta chiing minh tuwong ty.

3.13. Gia s1t § sip thu ty tét. V6i hai phan tit bat ky v,y € S | tap
{, ¥} c6 phan tit bé nhit. Nhir viy néu x 1a phan 61t bé nhit thi z < y
hoac néu y la phan td bé nhat thi y < x. Nghia 1a c¢ip z.y ludn so
sanh duge.

Vay S 13 tap sip thit tif toAn phan.

4. 86 nguyén
4.1. Ta ¢6
(g +np) — (mp+ng) = (m —n).{(¢g —p) : (m—n)

Két hap vadi gid thiét ta suy ra: (mq + np) | (m —n).

4.2. Ta cé: (ac — bd) — (a — b)e = b(c — d) nén n 1a wde cha b{c — d).
Mit khae, (a — b,b) = (a,b) = 1. Do n la #dc cia a — b nén ta cé

(n,b) = 1. Vay b(c — d) i nsuy ra (¢ — d) : n.
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4.3. Gid sit ngugce lai r&ng ci ba sb a. b, ¢ déu khéng chia hét cho 3.
Khi dé:

Néu ca ba sb c6 dang 3k + 1 thi a® + b® + ¢® = 9A + 3 khong chia
hét cho 9.

Néu hai s8 c6 dang 3k+1 va mot sb c6 dang 3k—1 thia® +b3+c® =
9A + 1 khéng chia hét cho 9.

Néu hai 56 c6 dang 3k — 1 vi mot sb 6 dang 3k+1 thia® +b63+c3 =
9A — 1 khong chia hét cho 9.

Néu ca ba sb c6 dang 3k — 1 thi a® + b5 + ¢ = 94 — 3 khéng chia
hét cho 9.

Vay khéng thé x3y ra cac trudng hop trén hay it nhit mét trong
ba sb a, b, c phai chia hét cho 3.
4.4. a) Néu z = 3k, k € Z th 22 + 1 = 9k + 1 khoéng chia hét cho 3.

Néu x = 3k £+ 1 thi 22 + 1 = 34 + 2 khong chia hét cho 3.
Vay khong ¢6 cip sb nguyén r,y ndo thdéa man z? + 1 = 3y.
b) Xét cac trudng hop z = 5k, x = 5k + 1 vd x = 5k £ 2 tuong tif nhu
cau a).
4.5. Ta ching minh ménh dé bing phép quy nap theo n.

V8i n =1 ta c6 2 chia hét cho 2! nén ménh dé dung.

Gid st ménh dé diing v6in = k > 1. Khi dé, vdin = k + 1 ta c¢6:

(n+1)(n+2)..(n+n)

=(k+2)(k+3)...(k+k+1)2(k+1)

=2[(k+ 1)(k+2)..(k + k)](2k + 1)
chia hét cho 2F+1. ’

4.6. Xét cac sd n c6 dang n = 3* (k = 0,1,...). Ta s& chiing minh
2™ + 1 chia hét cho n bing quy nap.

That vay, véi & = 0 thi khdng dinh dang vi 2% + 1 chia hét cho
3°. Gia stit khing dinh trén ding véi k, nghia 1a: 23° + 1 = 3¢ A véi
A € Z. Khi d6

2P 1= (2P 1= A1) +1
— 3k+l(A3}32k-l _A23k+A)

chia hét cho n = 3k*'. Ta cé didu phai chitng minh.

4.7. Gia slt ngugc lai ring ton tai s6 nguyén b sao cho P(b) = 0. Khi
dé ta co:

P(z) = (z - b)Q(z)
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vl Q) 1a da thie ¢6 hé s6 nguyén. Dit b=aq+7, 1 <7 < a, ta cé:

P(r) = (r = b)Q(r) = —ag({r)

nén P(r) chia hét cho a. trai véi gid thiét. Vay ta ¢6 didu phai ching
minls.

4.8. Do (a,¢) = 1 nén ton tai hai s6 7,y € Z sao cho axr +cy = 1. Suy
ra

arm + cym = m.

Mat khac, m = aa; = cci nén ta co:
arcey + cyany = m

hay ac(eey + ya)) = m. Vay acjm.
4.9. Gia sit (b,¢) = d. Khi do ton tai 2.y € Z sao cho br + cy = d,
suy ra

(ab)x + (ac)y = ad.

Vay moi ude chung clia ab va ac déu la ude cia ad.
Mat khac, do dlb va dlc nén adjab va adlac hay ad 1a wde chung
cua ab va ac.
Vay ad = (ac, ub).
4.11. Ta céb:
8a + 13b = 2(3a + 5h) + (2a + 3b).
3a + 56 = 1(2a + 3b) + (a + 2D).
2a + 3b = 2(a + 2b) — b.
Vay (8a + 13b,3a + 5b) = (3a + 5b,2a + 3b) = (2a + 3b,a + 2D)
= (a+ 2b,b) = (a,b).
412. Tacé: a+b=(a—b)+2bvaia—b=—(a+b)+ 2a nén

m = {a+ba—>b)={a—>5b2b) = (a+b 2a)

suy ra m 1a ude chung cia 2a va 2b hay m 1a udc cia 2d.
Mat khéc, d 13 wde chung cia a + b va a — b nén d la wde cta m.
Vay m = d hoac m = 2d.
4.13.3) Tacoé:a =2lm+4 = (14m + 3) + (Tm + 1).
b=14m+3=2(Tm+ 1)+ 1.
Do d6: (a.b) = (14dm +3,7m+ 1) =(Tm+1,1) = 1.
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b) Ta ¢6: b= m.a + (m? + 1).
: a=m(m?+1)+m.
m?+1=mm+1,
Do dé: (a,b) = (m*+2m,m?>+1)= (m? +1,m) = (m,1) = 1.
c) Tacé: a=m(mn+1)+m nén (a,b) =(mn+1,m)=(m,1)=1L

4.14. Diéu kién can: Gid stt (2P — 1,29 —1) = 1 vd k = (p,q). Dat
p = ku, ¢ = kv. Khi d6:

P —1=(2F-1:2"-1

Tuong tu, ta cling cé: (2P — 1) 1 {2k —1).
Nhu vay, 2 — 1 [4 mot udc chung cia 2P — 1 va 27 — 1. Két hgp véi
gia thiét ta suy ra 2* — 1 = 1, nghia 13 k = 1. Vay p vd ¢ nguyén tb
cung nhau.

Diéu kién diu: Gia st (p,q) = 1. Khi d6 ton tai cac sb nguyén s, ¢
sao cho ps +qt = 1. Goid = (2P — 1,279 - 1).
Xét truong hgp s > 0. Khi dé t < 0. Dat v = —t > 0. Suy ra
ps — qu = 1. Ta cé:

28— 1:2P 1 =27 -1:d
Tuong tu ta c6: 29 — 1 : d. Tit d6 suy ra:

(2 —1)— (27— 1) i d

nghia la:
Qe (Ps _ 1) 1 g,
Két hop véi ding thic ps — qu = 1 ta suy ra: 29 : d.
Mt khac do 2P — 1 1A mot sd 1é nén d 1é. T désuy rad = 1.
Trudng hop s < 0,¢ > 0 duge xét tuong ty. Tém lai ta co:

(2 -1,27-1)=1.

4.15. Trude hét, ta chimg minh hing quy nap theo n khéng dinh sau:

(@™ —1,¢" — 1) =a™™ — 1 (*)
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vl moi m,n € N, m # 0.
That vay, véi n = 0 thi a" — 1 =0 va (m,n) = m nén:

(@™ -1,a"—1)=a™ —1=a"™" -1,

Vay dang thuc (*) ding véi'n = 0.

Gi4 stt déng thite (*) ding v8i mei 0 < k < n, n # 0. Theo dinh
Iy vé phép chia véi du ta cé:

m=ng+r,geN vald<r<n.
Néu ¢ = 0 thi a"? — 1 = 0, con néu g > 1 thi:
Q™ —1=(a"—1)(a™™V 4. +a™ +1).
Do dé a™ — 1 ludn chia hét cho a"™ — 1. .
Tacora™ —1=a™" —1=a"a"~1=a"(a™—-1)+(a" —1).
Do r < n nén theo gia thiét quy nap ta cé:
(a”—1,a"— 1) =a™ -1,

Mat khéc, tit m = ng + r suy ra (m,n) = (r,n).
Vay (a™ —1,a" — 1) = ™™ — 1, nghia la khang dinh (*) ding véi
moi cap sb tu nhién m, n.

Bay gio 4p dung dang thic (*) va gid thiét (m,n) = 1 ta cé:

@ —1l,a"~1)=a-1.

Tt dé:a™ —1=(a—~1).Avaa"—1=(a—1).B véi (A, B)=1.

Ta cing ¢6: @™ — 1= (a — 1).C va (a™ — 1) : (" — 1) nén

(a—1).Ci(a—1).A = Ci A

Tuong ty, ta c6: C: B. Do (A,B) =1nén C : AB.
Suyra: (a—1)2.C: (a—1)2AB = (a—1)(@™—1): (a™—1)(a"~1).

4.16. Khong mét tinh tdng quat, ta gid sit a > b. Dat s, = 52 + 7°.
Néu a > 2b ta c6: 85, = 8p54_p — 5°7%s4—25. Do d6:

(Sa, Sb) = (Sb, sa—2b)-
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Tuong ty, néu b < a < 2b thi ta cé: (8q, 55) = (8b, S2b-a).
Vay tit thuat toan Oclit ta suy ra néu a +b 1a s6 chin thi (s,, 8) =
(51,8)) = 12, con néu a + b 12 sb 1& thi (s,, 85) = (50, 51) = 2.

4.17. a) Néun =0 thi 2" — 1 = 0. Néu n > 0 thi:
2+ 1=(2"-1)+2.

Do dé (2" +1,2" — 1) = (2" — 1,2) = 1.

Suyra: [2"+1,2"—-1]=(2"+1)(2" - 1) =4" —~ 1.
lnéualasdlé
2 néu a 13 s6 chin
|a(a + 2)|
(a,a+2)

14 N £ b4 N 1 Z N 2
Do dé A = la(a+2)| néualasdléva A= §|a(a + 2)| néu a la sb

b) Trudc hét, ta cé: (a,a+2) =

vai A=l[a,a+2]= llal,|a+ 2|] =

chan.

4.18. Gia stt a,a + 1,a + 2 1a ba s6 nguyeén lién tiép. Trudc hét, ta
nhan xét ring:
(ala+2),a+1)=1.

That vay tit ding thic: a(a + 2) = a(a + 1) + a ta suy ra:
(ala+2),a+1)=(a+1a)={(q 1} =1.

Bay gi® tuy theo tinh chin 18 cfia a, ap dung Bai tap 4.17b) ta co:
Néu a 1a s6 18 thi:

a,a+1,a+2] =la,a+2},a+1] =

= [la(a + 2)|,a + 1| =la(a + 1)(a + 2)).

Néu a 13 sb chin thi

la,a+1,a+2] =[a,a+2],a+1]
1 1
Na(a+2)l.a+1] = 2ja(a + 1)(a+2)]
4.19. Goi d = (a,b) ta ¢6 a = da,. b = db, v6i (a,,b;) = 1. Khi dé:

(a + b,m) = (day + dby,da b)) = d(a1 + by, a1br).
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Ta c6: ((1.1 +b1\a1) - (a],bl) =1 va (al +b],b1) = ((),l,bl) = 1 nén
(a1 + by,a1by) = 1. Tu d6 suy ra:

(a+b,m)=d=(ab).

4.20. Ta ¢6 D chia hét M, va M, chia hét M véii=1,2,...,n do d6
M
D chia hét M. Dit g = D ta co:

M
M, =Dq; = a;Dgi=a;Mi =M = a,gi = D q.

Suy ra g chia hét cho a; v8imoi: = 1,2,...,n.
Gia s1t m 1a mot boi chung cha cac a; (1 = 1,2,...,n). Dét m = a;r;
ta c6: mM; = rya; M; = ;M. Do d6 M chia hét mM;. Suy ra;

M| (mMy,...mM,) = M |m(M,...M,) = M| mD.

M ‘ M ) .
T doé g = % chia hét m. Nhu vay ¢ = D 12 mét boi chung clia cac
a; va moi boi chung khéc cha cac a; déu la boi cua ¢g. Diéu dé ching
to
M

q=—<= [alaa’Qa "'san]'

D

4.21. a) Ta chiing minh (n!)* 13 wdc cha (nk)! bing quy nap theo k.
Véi k = 1 ménh dé ding.
Gia sit (n!)* 1a ude clia (nk)!. Khi dé ta co:

(n(k +1))!

Catern = iy

€Z = (nlk+ 1)) :nl(nk)

" Theo gia thiét quy nap, ta cé: (nk)! : (n!)* nén:

(n(k + 1)) nl(nt)k = (nl)kt!

Hoan toan tuong ty, ta chitng minh duge (k!)™ 1a udce cia (nk)!.

b) Theo cau a) ta c6 (nk)! la mot bdi chung cia (n!)* va (k!)". Do do
(nk)! 1a mot boi cha [(n!)k, (kD)").

4.22. Do p 13 mét s6 nguyen td 16n hon 3 nén p c6 dang p = 3k + 1.
Néu p = 3k +1 thi 2p+ 1 = 6k + 3 = 3(2k + 1) khéng phai 12 mot
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s6 nguyén td nén trudng hgp nay khéng thé xay ra.
Néup=3k—1, k>2thidp+1 =12k -3 = 3(4k - 1). Do
4k — 1> 7 nén 4p+ 1 1a hop sb.

4.23. Néup =3 thip+4 =7, p+8 =11 déu la nhitng s6 nguyén t4.
Néu p=3k+1thip+8=3k+9=3(k+3)1ahogp sd.
Néup=3k—1thip+4=3k+1=3(k+1) lahop sb.

Vay p = 3 1a s6 nguyén t6 duy nhét phai tim.
4.24. Ta sé chimg minh ring néu a = 4k* véi k 1 mét s6 nguyén
duong 16n hon 1 thi véi moi s6 nguyén duong n, n* + a ludn 13 mot
hop s6. That vay,
nt'+a=n'+4k* = n? + M2k? + 4k* — 4n?k?
= (n? + 2k2)? — (2nk)? = (n? + 2nk + 2k?)(n% — 2nk + 2k?).
Trong dé: n? + 2nk +2k* = (n + k)2 + k2 > k2 > 1
n? —2nk+2k*=(n—-k)?+k*>k*>1
Suy ra: n? +a 1 hop sb.

4.25. Giastt a = 4p+ 1 va b = 4¢ + 1. Khi do:
ab= (4p+1)(4g+1) =4(4pg+p+4q) + L.

Dé chitng minh cé vé6 s6 nguyén t6 dang 4m + 3 ta gia sit ngudc lai
ring chi ¢6 mot s6 hitu han sd nguyén t6 dang 4m + 3 la:

D = 3vp2 = 7) oy Po

Khi dé xét s6: @ = 4p\pa...pn — 1. Néu tét ci cc udc nguyén tb
clia ¢ déu cd6 dang 4k + 1 thi theo trén a ciing ¢6 dang dé, trai véi
gia thiét vé a (a = 4u —1). Bdi vay a phai c6 mot udc nguyen t6 ¢ co
dang 4k + 3. Di nhién g khéng tring véi cac p, (# = 1,2....,n) vinéu ¢
trung véi mdt trong cac p, thi ¢ sé 1a uéc cna 1 = 4p,p,...p, — a, diéu
nay la vo ly.

Lap luan trén day ching t6 c6 vo sd s nguyen t6 dang 4m +3.

Dé giai bai toan déi véi cac sb nguyén td cé dang 6m+ 5, trizée hét
ta ciing chitng minh ring tich cia hai sb ¢6 dang 6m + 1 lai 1a mét s6
¢6 dang 6m + 1. Sau dé lai lap lusn nhu trudng hdp cic sé nguyén t6
dang 4m + 3.

4.26. Do m > 2 nén m! — 1 > 4. Goi p 134 mot ude nguyén té cha
a=m!l—1tach:p<a = p<ml
Bay gio ta chitng t6 p > m. Gid st ngudc lai rang p < m. Khi dé

127



p 1a ude chia m! va do d6 p la udc cta m! — (m! — 1) = 1. diéu nay la
vo 1y. Vay p 1a s6 nguyén t6 thod man m < p < m!.

4.27. Trudc hét ta nhan xét ring néu n 13 mot sé chinh phuong thi
trong sy phan tich tiéu chudn cia n

__a) L a oy
n=p; .0y Py

cac s6 mil a; déu chin.
Gid st 22 + y? + 22 = v’
Néu trong ba sb z,y, z chi c6 mot s6 chin, gia st 12 2 thi ta c6 thé
dat:
z=2m+1, y=2n+1, 2z =2k

Khi dé:
W= 2m+ 1)+ 2n+ 12+ (2K =22(m2+ n® + K2+ m+n) + 1)

Vay trong sit phan tich tiéu chun ctia u?, 2 ¢é luy thita 1é, mau thuin
véi nhan xét trén.

Néu ca ba sé z,y, z déu 12 18 thi 22 + 3%+ 22 = u? sé c6 dang 4q+ 3.
Trong khi néu u 18 thi u c6 dang 4k + 1 nén u? c6 dang 4¢ + 1. Do d6
trudng hop ndy ciing khong thé xay ra.

Vay trong ba s z,y, z phai c6 it nhat hai sé chin.
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Chuong I1

NHOM-DONG CAU NHOM
1. Dai s6 hai ngbi

1.1. Phép toan da cho ¢6 tinh chat két hgp, giao hoan va ¢6 don vi la
ma tran khong.

1.2. Phép toan da cho cé tinh chat két hop, giao hoan vi c¢6 don vi
la 12.

1.3. Phép toan da cho c6 tinh chat két hop, giao hoan va ¢6 don vi
12 0+ 0v/2.

1.4. Phép toan da cho c6 tinh chit két hgp. giao hoan va ¢é don vi
1a 0.
1.5. Phép toan khong déng trén tap hop da cho.

1.6. Phép toan da cho cé tinh chat két hgp, giao hoin va cé don vi
la 1. :

1.7. Phép toan da cho cé tinh chit két hgp, giao hoin va ¢6 don vi

. 10
la.(o 1).

1.8. A ¢6 hai phan tit nén A x A ¢6 4 phan ti1. Do dé cé 2¢ = 16 anh
xa tit A x A vao A. Nghia la cé 16 phép toan hai ngdi trén A.

1.9. Goi e 14 phan tif don vi cla dai s6 hai ngdi (X, ). Khi dé trong
ding thic

ex(yxz)={(rxz)xy (1)

thay z bdi e ta duge
ex(yxz)=(ex2)xy = yxz=2z2%y
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Diéu dé chiitng 16 phép toan * 1a giao hoan. Ap dung luat nay véi (1)
ta dudc

ox(y*xz) = (x*2)*y = (zxx)xy = yx(2x2) = (Y*xx) %2 = (Txy)*z

Luat két hop da dugc chimg minh.

1.10. Phép todn m *n = m — n khong két hgp ciing khdng giac hoan.
Phép toan m * n = m? + n? khéng két hop nhung giao hoan. Phép
todn m x n = 2(m + n) khong két hop nhung giac hoan.

1.11. Cac phép toan hai ngai 1an luot duge cho bdi cédc bang sau day:

NS
o o-eiR
o o O o
a <S¢ o6

Trong d6, dé xay dung phép toin hai ngéi c6 mot don vi trai (gid
st la a) ta phai c¢6:

aa =a, ab=>5b, ac = c.

Céc hop thanh con lai: ba, bbbc. ca, cb, cc c6 thé duge dat tuong
ing véi a, b hodc ¢ sao cho chi ¢6 diing mét don vi tréi a (chéng han
nhu bang a)).

Tudng t, ta xay dung dudc phép toan ¢6 dang hai don vi trai.
Trong trudng hop phép toan c¢b ba don vi trai ta ¢6 duy nhat maét
cach xac dinh nhu bang c).

1.12. a) Dé ching minh phép toén hai ngdi da cho cé tinh két hop.
Do dé X la mita nhém.

b) Gia s1t a 1a phan ti bat ky cta X. Ta c6 ab = b véi moi b € X nén
a la don vi tréi cia X. VAy moi phan tit cta X déu 1a don vi trai.

¢) Giad st X ¢6 don vi 14 e. Khi d6, véi moi z € X tacd ex =z va
T€ = e nén = e, nghia 1& X ¢6 mot phan ta.

Phép toan hai ngoi trén X giao hoan khi va chi khi védi moi a,b € X
ta c6 ab = ba hay b = a, nghia 13 X chi c6 mot phan ta.

Vay néu X chi ¢6 mét phan tit thi X ¢6 don vi. Khi dé phép toan
hai ng6i trén X cing giao hoan.
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1.14. a) Gid st y. ¢’ € f(A), suy ra ton tai ,z’ € A sao choy = f(x)

va y = f(z'). Do A la nita nhém con cta X nén zz’ € A, suy ra
f(za’) = f(z) f(z) = yy' € F(A).

b) Tuong ty a).

1.15. a) Gia sif hgp thanh 8o a la mét toan chu

foa:A—C.
Lay ¢ € C tuy y. Khi dé ton tai a € A sao cho
(Boa)a=c hay B(aa)=c

Diéu nay chimg to £ la toan céu.

b) Gia sit hgp thanh o a la mat don ciu va gia st a(a) = a(a’). Khi
dé (Boa)a = (Boa)a. Nhung do B0 a la mdt don ciu nén a = a'.
Diéu nay chiing t6 o 14 mét don céu.

1.18. a)=>b). Trude hét f(A) = Imf 1a ni¥a nhém con cia B. Do a)
nén

es = flea) € f(A)
va do d6 f(A) la vi nhém con cia B.
b)=>c). Gia sit f(A) 1a vi nhém con ciia B. Thé thi ey € f(A). Dat
U = f!(ey) ta sé ching minh U la tap con déng. That vay, véi
z.y € U tacd f(z) = f(y) =ep. TR do

flzy) = F(z)f(y) = en

vado dé zy € U.

Sau cung ta ching té e4 € U. That vay f(ea) 1& don vi cila nita nhém
f(A). Nhung do don vi la duy nhat nén eg = f(es), hay eq € U, va
do dé U la vi nhém con cua A.

¢)=>a). Do U = f~'(eg) la vi nhém con clia A nén ey € U, va do d6

eg = flea).

Néu f~!(es) = {ea} thi khéng suy ra dugc f 14 don chu. Chang
han,
f : (N)) - (N\)
1 — 1

n — 0
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la mot dong chu vi nhém théa man diéu kien f~(en) = {enx} song f
khéng phai 1a mét don céu.

1.17. Gia sit trong nita nhém X ta c6 ab = ba. Trudc hét ta chimg
minh bing quy nap theo n ring, ab™ = b"a véi moi s6 ty nhién n > 1.
That vay, véi n = 1 theo gia thiét ta c6 ab = ba. Giasitvéim =n—1
ta c6

ab™ = b"a hay ab" = " la.

Khi dé
ab™ = a(5"1b) = (ab® )b = (5" la)b

= b""'(ab) = b" (ba) = (b""'b)a = ba.
Bay gid ta chimg minh (ab)* = a"b" béhg quy nap theo n. That
vay, véi n =1 ta cé ab = ba.
Gidstviim=n—1tacéd
(ab)m — ambm’ hay (ab)n—l - an—lbn—l.
Khi d6
(ab)" = (ab)" '(ab) = (a™ 16" ')(ab) = a" (V" 'a)b

=a" Hab" )b = (a" ) (1" 'b) = a"b™.
Néu (ab)? = ab? thi chira thé suy ra ab = ba.
Ta sé chi ra mot nita nhom ¢6 tinh chat nhu vay. Cho X la mét tap
tuy ¥ ¢6 nhiéu hon mot phéan ti, trén dé ¢6 xac dinh phép toan cho
bdi zy = £ véi moi z,y € X. Khi d6 vdi a,b € X a # btaco

a’> =a,b* =bab=a.a*h? =a

nén {ab)? = a?b? nhung ab = a # b = ba.

2. Nhém
2.1. (M.(R)\ {0},-) khong la nhém vi ma tran véi dinh thic bang 0
khong ¢é6 nghich déo.

2.2. ({e, a}, *) khong 12 nhém vi phan t a khong c6 nghich dao.
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1
2.3. Phép toan o trén R* ¢6 don vi la 1, nghich ddo cda z 1a - néu
z > 0 va la chinh né néu z < 0. Do dé (R*, o) 1a mdt nhém.

Véimoi £ > 1,y < 0 tacd roys# yoxr nén phép toan o khong ¢6
tinh chat giao hoan. Vay (R®, o) la nhém khong giao hoan.

2.4. Phép toan * trén Z cé don vi l1a 0, nghich ddo ctia m la —m néu
m chin va la chinh né néu m 1&. Do dé (Z, *) 1a mdt nhom.

Vi m 1a mot s6 chin khac O van Jamot sblétaco mrn £ nxm
nén phép toin o khdng c6 tinh chit giao hoan. Vay (Z, *) la nhém -
khéng giao hoan.

2.5. Z% = Zg \ {0} khong 1 nhém vi phép toan da cho khong déng
trén Z;. That vay, 23=23=0¢ Z:. *

2.6. Ta sé trang bi phép toan hai ngoi cho A dé A trd thanh mot
nhém trong trudng hop A cé 4 phan tit.

Chon mot phan tir 1am phan tit don vi (chéng han a). Khi dé:
aa =a, ab=ba=b, ac=ca =c, ad = da = d.
D& x4c dinh dudc cac hdp thanh cdn lai ta hru ¥ rdng trén mdi hang

hoic méi c6t clia bang phép toan déu c6 mit di 4 phin tit a,c,b va
d. Ching han ta c¢é bang phép toén:

AL O T

Qo oR &
O R & oo
>R On
82 o0 &

Twong tu ta lap duge bang phép todn trong trudng hop A ¢6 hai hodc
ba phan tit.

2.7. a) D& chimg minh phép toan hai ngdi da cho cé tinh chit két
hgp. Do d6 A 14 nta nhém. M#t khac 1 14 phan tit don vi cta nita
nhém A nén A 132 mat vi nhém.

b) A la nhém khi va chi khi véi moi @ € A déu tén tai b € A sao cho
axb =1, nghia la ton tai k sao cho ab = kn + 1 hay ab — kn = 1,
nghia la (a,n) = 1 v6i moi a < n. Vay A 1a nhém khi va chi khi n 13
sb nguyén tb.
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2.8. Trudc hét hay thit lai ring phép toan da cho 1a két hgp. Bay gio
ta sé chi ra ring phép toan c6 don vi trai. That vay, phan tit (z,y) la
don vi trai khi va chi khi

(z.y)(a.b) = (a,b) & (za,ya+b) = (a.b)

TU d6 suy ra z = 1,y = 0. Phan i (z,y) 14 nghich ddo trai cha (a, b)
khi v& chi khi

(z,y)(a,b) = (1,0) & (za,ya+b) = (0,1)

T désuyraz = a~!

cho 14 mot nhém.

¥ = —ba~'. Vay G cung véi phép toin da

2.9. Gi4 s\t ring phan tit don vi cia nhém G 13 e. Ta co:

(aray...ap)(a;t .. aytay!) = (@14, ... an_))(aqa; Y ar - astar )

= . =g,
Tuong tu, (a;'...a;"a; ) (a1ay ... a,) = e. Vay

(aray...a,)" ' =a;'...a;'a;".

2.10. Tu tinh két hgp clia phép nhéan va dinh nghia tich bai k£ cia
a”'ba ta suy ra diéu can chimg minh.

2.11. Ta chitng minh bai todn biing quy nap theo i.

Véi i = 1 thi khang dinh ding. Gia s khéng dinh dang véii = k > 1.
Ta sé chitng minh khing dinh ding véi i = k + 1.

That vay, theo giii thiét quy nap ta cé

beab™* =

Suy ra (b*ab*)" = o™, hay b*a’b % = a”""'. Theo gia thiét ta c6
a” = bab~! nén

_ _ k+1 ko k41
bab b F = g = prrlghh1 = o7

Vay khing dinh ding véi i = k + 1.
2.12. Véi a,b € G ta co:

(ab)? = e =e.e = abab = a?b?
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Thite hién phép gidn wde bén trai cho ¢ va bén phai cho b ta duge
ab = ba.

Ta ciing 6 thé bién ddi nhu sau. Vi moi o € X ta cb a® = e. Tit
d6 a = a~!. Bay gi8 v8i a va b tuy ¥ thude G, ta cé

(ab)? = ab.ab=¢

Tu d6: ab = (ab)"' =b7'a"! = ba.
2.13. Gid st ngugce lai ring ab = ba. Khi d6

* = o’ba = abat.

a'b = ba® = a’ab = baa
Lan lugt gidn udc bén trai va bén phai cho a ta duge a*b = ba®. Tir
doé suy ra

aab = baa® = aba=aba® = b=ba = a=r.

Diéu nay mau thuin véi gia thidt. Vay ab # ba.
2.14. Do G # 0 nén ton tai ¢ € G.

Theo gia thiét ta c6: aG = Ga = G nén a € Ga, nghia la ¢6 phan
tl e € G sao cho a = ea. Ta sé ching minh ex = x véi moi = € G.
That vay. do aG = G nén tén tai 1y € G sao cho = = arg, suy ra

ex = elazy) = (ea)rp = ary = .

Gid st £ € G 1A mot phan tit tuy ¥, do e € Gz nén ton tai phan ti
r' € G sao cho e = 2’'z. Vay ta ¢6 X ]la mot nhom.

Dao lai, néu G 13 mot nhém thi hién nhién ta ¢6 «G = Ga = G
v3l mol a € G.

2.16. Néu G 1a mot nhom aben thi hidn nhien ta cé cac didu kien i),
i) va iii).

Ngugc lai, néu G thod man cdc diéu kién i), ii) va iii) thi theo Bai
tap 1.9, t dién kién 1) suy ra phép toan da cho cé tinh chat k&t hgp
va giao hoan. Két hop véi diéu kién ii) v iii) suy ra G la m6t nhém
aben.

2.17. (1)= (ii). Do G la nhém aben nén Va,b € G ta c6 ub = ba. Tit
do

(ab)? = (ab)(ab) = a(ba)b = a(ab)b = a®b*
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(i1)=-(iii}. Do G la nhém nén né thod man luat gidn udc:

(ab)? = a?b? < abab = aabb & ba = ab
& baa”'b7! = aba” b & e = (ab)aT'b7!
& (ab) ' =a'b7!

(iii)=>(iv). Trudc hét ta chitng minh duge
ab” =b"a Vn e N

bing quy nap theo n. Tir dé, ciing bing phucng phép quy nap ta
chitng minh duge
(ab)ﬂ — anbﬂ.

(iv)=(v). Hién nhién.
(v)=(1). Véi moi a,b € G ta co:

(ab)n = a"b", (abjn-ﬂ — an+lbn+l, (ab)n+2 = gt
Do GG 1a nhém nén G thdéa man ludt gidn udc. Suy ra

(ab)™*! = (ab)™(ab) = a™b"(ab) = a™*'H"! & ba = ab™
Hoan toan tudng ty tit (ab)™*? = a™*2p"*? ta c6

bn—Ha — abn-H
T dé,
ab™t! = " la = b(b"a) = b(ab™) = (ba)b™
Do dé, ba = ab.
Néu thay gia thiét ba sé n lién tiép bdi hai sd n lién tiép thi khang

dinh (v)=-(i) khong con ding nita. That vay, xét nhém S,, cic phép
thé bac n. '

Ta ¢6 S, 14 nhém hitu han va céc phan tit ¢6 cp hitu han. Do dé
tdn tal m € N sao cho :

a™ =e Va € S,.
(c6 thé 1Ay m 1a boi s6 chung nhoé nhit ciia tit cd cic chp clia céc

phan tir ciia S,,).
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Suy ra (ab)™ = e = a™b™ véi Va.b € §,.
Ma (ab)™*! = (ab)(ab)™ = abe = ab va a™*'b™*! = aebe = ab nén

(ab)™?! = a™H ™! Va b € S,

R6 rang S, khong 1a nhém aben.

2.18. Ap dung Bai tap 2.14 ta chi can chimg minh aG = GvaGa = G
véimot a € G.

Gid st G = {1,%3...., Ty} gdm n phan tit. V4i mdi z; € G, tap
hop z;G = {z.21, T:x3, ..., ;T } 12 m6t bd phan cia G gdm n phan tit
phan biét vi néu k # [ thl 2, # x; va do d6 z;z; # =;x; (do G thod
man luat gian udce). Vay z;G = G. Tuong tu ta ¢6 Gz; = G vdi moi
I; € G.

3. Nhém con

3.1. a) Trudng hop 1: Mot trong hai phan tit ¢é cip vo han, ching
han g. Gia sit ngugc lai ring g~! ¢6 cip hitu han. Khi dé tdn tai sé tu
nhién n sao cho (g7)" = e. Tt d6 suy ra (¢g")~* = e hay g" = e, trai
véi gia thiét g c6 cAp vo han. Vay ¢~! ciing c6 cip vo han.

Trudng hgp 2: Gia st g va ¢! ¢ cAp hitu han tuang ing 13 n va
m. T g" = e suy ra

(67 = (") = =

Vay n chia hét cho m.

Tuong tu, ta ¢6 m chia hét cho n. T d6 suy ra m = n.
b) Trudng hop 1: Mot trong hai phan tit ¢é cip vo han, ching han a.
Gia st ngugce lai réng ba ¢6 chp hitu han. Khi d6 ton tai sé ty nhién
n sao cho (ba)™ = e. Tt d6 suy ra

blab)* la=e © (ab)" ' =b"la"" = (ab)! & (ab)” =,

trai vai gia thiét ab c6 cip vé6 han. Vay ba ciing ¢é cdp vo han.

Trudng hop 2: Gia sit ab v ba ciung c6 clp hitu han tuong iing la
n va m. Khi dé ti (ba)™ = e 1ap luan tuong tu trudng hop 1 ta duge
(ab)™ = e, hay m chia hét cho n.
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Tuong tu, ta dude n chia hét cho m. Vay n = m.

3.2, Ta cob:
a0 0
0 a" 0
Ap = .
0O O a®

Néu a = 1 thi A, = F nén A, c6 cip bing 1.
Nén ¢ = —1 thi A2 = E nén A, c6 cAp bing 2.
Néu a # +1 thi A" # E nén A, c6 cip vo han.

3.3. Phan tit e ¢6 cip 1, cac phan tit a, b, ¢ ¢6 cip 2.

3.4. Gia sit Cg sinh bdi phan tir g. Khi d6 ta ¢6 so d6 cic nhém con

nh sau:

{e}

{e, g% g"}

C’G
{ /
»q }
€ \\

3.5. C4c nhém con ciia S3 dude bidu dién trong so db sau:

S3

{e,(12)} {c, (13)} {e, (23)}

//

{e}

3.6. Bang nhan ctia tap
A= {e,a=(12)(34),b = (13)(24),c = (14)(23)}

duge thé hién nhu sau:
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S T O oo
[ T~ T~ e N I ]

[ Y- L = i
n oH R "
o> 0 RS

Nhin vao bang toan trén ta ¢c6 aA = A vA Aa = A nén theo Bai tap
2.14 ta c6 A la mét nhém. Mat khac, bAng nhan nay cé tinh chat déi
xng nén A 134 mot nhém aben.
3.7.Giast H={a € A|3n € N:a" = e} Hién nhién e € H nén
H # @. Véi moi a,b € H, gid st a c6 chp n, b ¢é chp m. Mzt khac,
do A aben nén (ab)™ = a™™b™ = e, nghia 12 ab ¢6 clp hitu han,
hay ab € H. Cudi cing, véi moi a € H, gid sit a ¢6 cap n. Khi dé
(@™')* = (a®)"! = e nén a~! € H. Vay H 1a nhoém con ciia A.
3.8. Theo Bai tap 3.5, S3 c6 mét nhém con cap 3 1a:

. {e, (123), (132)}.
3.9.

—il - i 1 -1 -k k § —j
il 5 -5 =k k =1 1 i =i
~il—; 5 kK -k 1 -1 =i i
k| & -k 5 - —-i i -1

k| -k k —j 4 i =i 1 -1

Viéc tim cip ciia mdi phan t¥ danh cho ban doc.

3.10. Tir gh = hg? suy ra hg = g?h. Do d6 nhém sinh bdi g va h 1a:
{e,g.¢% h,gh,g?h}. Va ta c6 bing nhan nhu sau:

e g g¢* h gh g*h

e e g ¢ h gh g°h
9|9 ¢ e gh gh h
g | g e g gh h gh
h | h ¢*h gh e g* g
gh | gh h g¢h g e ¢
g*h | g*h gh h ¢* g e
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3.11. Do H la nhém con ciia G nén gHg ! # 0. D& thay gHg ' 1a
b6 phan 3n dinh cia G. Mat khac véi phan tt ghg™! € gHg ! bat ky
thi nghich déo clha né6 1a gh~'g™! € gHg™'. Vay gHg™' 1a nhém con
cua G.

3.12. a) = b). Giastta € G va a # e. Goi H 1a nhém con sinh bdi a.
Do G khéng ¢6 nhém con thyc sy nén H = G.

Bay gid ta g1d st n 12 cp clia a. Néu n = pg véi 0 < p,q < n thi
nhém con K sinh bdi a? ¢6 cip 1a ¢, trai vdi gia thiét. Vay G 1a nhém .
con xyclic cAp n nguyén té.

b) = a). Hién nhién.

3.13. Gid sit G 1a mdt nhém cap 4. Néu trong G c6 mét phan tit chp
4 thi G 13 mét nhém xyeclic sinh bdi phan t¢ cip 4.dé. Néu G khong
c6 phan tit nao chp 4 thi G c6 ba phan t& cip 2, ngoai phan t don
vi.

3.14. Theo Hé qua chia dinh 1y Lagrange, cac nhém cé cap 1,2,3,5 la
nhitng nhém xyclic nén chiing 14 nhém giao hoéan.

Gia st G 1a nhém c6 cip 4. Néu G la xyclic thi G giao hoan. Néu
khéng thi moi phan ti clia G ¢6 cip 1 hosic 2 {theo Bai tap 3.13). Do
dé6 v8i moi a € G ta c¢6 a® = e. Vay theo bai tap 2.12, G 14 nhém giao
hoén.

3.15. Hién nhién néu H 14 nhém con cia G thi H déng dbi véi phép
toan trong G. Ngudc lai, néu H déng d6i v8i phép toan trong G thi
H 1a mot nta nhém hitu han va ludt gidn udc duge thyc hién vdi moi
phan tt cia H. Do d6 H 1a mdt nhém con ciia nhém G.
3.16. GiAst A = (a) c6chpn vad | n. Dit n = dg, ¢ € N". Ta
sé chitng minh ring nhém con xyclic H = (a?) cia G c6 chp biang d.
That vay ta c6:
(@) =a% =qa" =e.

Mt khac gia sit (a?)* = e, nghia la 0% = e. Do phan tit a ¢6 cip bing
n nén ta cé:

gk:n=>qgk:qgd=>k:d.
Viy phén tit a9 cé cap bing d, va do d6 H c¢6 cép bing d.

Bay gio ta gia st K ciing 12 mét nhém con cia G ¢6 clp béng d.
Do G la nhém xyclic sinh bdi ¢ nén K cing la mot nhém xyclic sinh
bdi mdt phan tit ¢6 dang o™, v6i r € N. Do nhém K c¢é cip bing d
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nén ta coé:
(@Y =e=a%=e=a>rdin=>rdidg=>71q

Do dé: a" € (a?) = H. Ti d6 suy ra: K C H. Mit khéc ta c6
|K| = |H| = d nén ta suy ra K = H. Vay G chi ¢6 duy nhit mot
nhém con cép d.

3.17. Néu X 13 nhém xyclic vé6 han duge sinh bdi phan tit a thi dé
thidy X cling dugc sinh bdi phan tit a~!. Bay gig gid st X = (b). Ta
c6b=amb* =a!vdimmneZ Suyraa! =a™ nén mn = -1
do dé m,n = 1. Vay b = a hoac b = a™! vA X c6 ding hai phan ti
sinh.
3.18. Nhom (Z[i], +) khéng la nhom xyclic.
3.19. Ta ¢6 Z; = (5) va Z3}, = (3).
3.20. a) Hién nhién e € A4,,. Gid st a,b € A,. Ta ¢6: a" = b = e. Do
A 1a nhém aben nén
(ab) =a™b" =e = abc€ A,.

Mat khac véi moi a € A,, vi a® = e nén (a!)* = (a")"! = e hay
a”! € A,. Vay A, 12 mét nhém con cha A.
b) Theo gia thiét m va n nguyén té cing nhau nén tén tai hai
s6 nguyén s,t sao cho ms +nt = 1. Lay z € A, N A,. Ta cé:
™ =e, " =e. T dé suy ra:

T = Ims+nt — (xm)s‘(zn_)t — es_et = e.
Vay Am. M An = {6}

¢) Do (m,n) =1 nén ton tai u,v € Z sao cho nu+mv = 1. Tir d6 véi
ac A

a = anu+mv — anu amv

Dat z = o™,y = a™ ta cb

do A=A, Nghlala z € A,y € A, vaa = zy.
3.21. Gia st A 1a nhém con khac khong cta (Q, +). Khi dé6 A ¢6 chita
mét phan sb t6i gidn a # 0. Tt d6 suy ra

n

azn% € A= aZ C A
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Bdi vay néu A, B 12 hai nhém con khac khong ciia (Q, +) thi A, B lan
lugt chira céc nhém con aZ, bZ, trong do a # 0 va b # 0. Hai nhém
nay giao nhau khac khéng vi ching cung chita sé nguyén ab.

3.22. Tac6 0] = [g] € Z(p™). Mat khac véi moi [5] , [ﬁ] € Z(p™)

™
o] [2]- [ e

Vay Z(p™) la nhém con cta Q/Z.
Dé chting minh Z(p®) c6 vd han phan t ta xét tap:

(o)

fN — A

s

Dé ching minh f 14 song anh. Vay card A = card N. Suy ra Z(p™) vd
han phan ti. '

ta co

Xét anh xa :

3.23. Ta ching minh khing dinh tuong duong: Moi nhém G vo han
déu cé vé6 han nhém con.

Trudc hét, xét truong hop G = {a) 12 mdt nhém xyclic v6 han. Khi
dé, véi mbi sé ty nhién n thi (™) 14 mot nhém con xyclic cia G va
néu n # m thi (a™) # (a™). Nghia 14 G ¢6 v6 han nhém con.

Bay gis, xét trusng hop G 1a nhém vd han bat ky. Néu trong G cé
mot phan ti @ cip vo han thi A = (a) 12 mdt nhém con xyclic cip vo
han cia G. Nhém nay c¢6 vé han nhém con, cdc nhém con nay cing
la nhém con cua G. Vay G ¢6 vd han nhém con.

Néu moi phan tit cia G déu cé cAp hitu han thi tap ciAc nhém con
xyclic sinh bdi cac phan ti cha G 1a v6 han vi

Ufz)y=G

r€G

3.25. Giad st HK la nhém con cua G, ta sé chiing minh HK = KH.
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That vay v6i moi k € K va h € H ta c6
Rk 'e HK = (h"'k™ ) '€ HK = kh € HK
Do dé6 KH ¢ HK. Mat khéc, theo trén ta cé
k'h'e HK, k€ HK
Suy ra k~'h 'k € HK, nghia 12 t3n tai A’ € H, k' € K dé
E'h 'k = WK

Vay nén hkh'k’ = k = hk = kk' 'h'"' ¢ KH. Suyra HK C KH, va
dodé KH = HK.

Bay gio gia sit HK = K H, ta sé chimg minh H K |a nhém con cia
G. That vay, to rang e € HK. Véimoi h € H;k € K do HK = KH
nén ta c6 hk = k'h’ véi k' € H; k' € K. Bay gio néu ¢6 az,by € HK
thi tit dang thitc vita néu vh do H, K 1a nhitng nhém con ta suy ra
duge

(ax)(by) ™' = azy™'b' € HK

Vay HK la nhém con cua G.

3.26. Gid sit aA 12 mét nhém con cia G va e 1a don vi cua G. Khi d6
e=aad €aAvéia € A Vaya' =a"' € Anéna € A

Do lai, néu a € A thita cé a4 = A va do dé aA 13 mét nhém con
cia nhém G.
3.27. Gia sit G = {a) c6 cip n va b = a* € G. Goi d 12 udc chung 16n
nhit cia & va n. Khi dé n = n,d va k = k,d, v4i n, va d; nguyén t
cing nhau. Ta ¢é -

B = (ak)nl — akm — akldnl - ek1 =e

Hon nita, néu b = e hay a** = e thi k&t chia hét cho n. Nhu vay

kt = kydt = n,ds hay k;t = n,s, nghia 13 k;t chia hét cho n;. Vi k;
£ n “ £

va n; nguyén t6 cung nhau nén ¢ chia hét cho n;. Vay n; = y 1a cap

cua b = a*.

b) Phin tif b = a* 13 phan ti sinh ctia nhém G khi va chi khi cip ctia
b bang cap cia X va bing n. Theo cau a) ta c6 b 1a phan t1t sinh khi
va chi khi d = 1, nghia 13 khi n vi k nguyén t4 cung nhau. Vay sb cac
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phan ti sinh ctia G bang s6 cac sd ty nhién bé hon n va nguyén tb
cling nhau vdi n.

3.28. S6 phan tif sinh cia nhém xyclic C,,, (n > 1) bang (n). $6 cac
56 nguyén dirong bé hon n va nguyén t6 ciing nhau véi n.

3.30. Gid st A 1a mat nhém ¢ cAp 14 s6 chdn. Ta phan cic phan tit
cia A ra lam 3 loai: e, cac phan tit c6 cip 2 va cc phin i ¢6 cip I6n
hon 2. Néu a € A4 la phan ti c6 cap l6n hon 2 thi a™! € A cing la
phan t1t ¢6 cAp 16n hon 2 va a # a~!. B3i vay sé cac phan t cb cip
16n hon 2 ctia A 1a s6 chin. Suy ra sb cac phan ti¥ cta A ¢6 cép 2 1A
mot s6 1é. Nghia 1A 6 it nhat mot phan tit clia A cé cap 2.

4. Nhém con chuin tic - nhém thuong

4.1. Dé& thay quan hé C ¢6 tinh chat phan xa va d6i xing. Ta sé chi
ra ring C c6 tinh chait bic ciu khi va chi khi néu nhém G giao hodn.
That vay, gia sit C c6 tinh chit bic cau. Ro rang véi a € G thi ae = ca
nén aCe. Tuong ty, eCbh véi b € G. Suy ra aCb, nghia 1 hai phan tit
bat ky cla G giao hoan.

Ngudc lai, néu nhém G giao hoén thi moi cip phan tif clia né déu
¢6 quan hé C véi nhau, va do d6 hién nhién ¢6 tinh bdc cau. Trong
triong hop nay chi cé6 mot 18p tuong dwong la toan thé nhém G.

4.2. Gid st G 1a nhém c¢6 cip n, H 1 nhém con duy nhét cla G
¢6 cap k. Khi d6 véi moi g € G, gHg™! cing 13 mot nhém con clia
G. Hon ntta, gHg™' vA H ¢6 cung lyc luong. Ma theo gia thiét, H [a
nhém con duy nhét ¢6 cp k nén gHg ! = H véi moi g € G. Do d6
H la nhém con chuin tdc.
4.3. Tuong @ng gH «— Hg ! 1a mdt tuong ting 1-1 giita tap cac lap
ghép trai cha H trong G va tap cac 18p ghép phai cia H trong G.
4.4. Cac 16p ghép trai cia H trong S; bao gom:
H = {(1),(12), (34), (12) o (34)}

(13)H = {(13), (123), (134), (1234)}

(14)H = {(14), (124), (143), (1243)}

(23)H = {(23), (132), (234), (1342)}

(24)H = {(24), (142), (243), 1432))
(1324)H = {(1324), (14) o (23), (13) o (24), (1423)}.
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Céc 16p ghép phai clia H trong Sy bao gdm:

= {(1),(12). (34),(12) o (34)}
13) = {(13), (132), (143), (1432)}
134), (1342)}

H(23) = {(23), (123), (243), (1243)}

H(24) = {(24). (124), (234), 1234 )
H(1324) = {(1324). (13) o (24), (14) o (23), (1423)}.
4.5. Nhom con xyclic A = {(1), (123), (132)} khéng la nhém con chuan
tic trong Sy vi:

(14)A = {(14). (1234), (1324)}, A(14) = {(14), (1423), (1432)}.
Do dé (14)A # A(14).
4.6. Nhom con H = {(1),(1234), (13) o (24), (1432),(13). (24), (14) o
(23). (12) © (34)} khong 1 chuan tdc trong Sy vi H(12) # (12)H
4.7. Sz ¢O cadc nhém con la

{e}, {e.(12)} =((12)), {e.(13)} =((13)), {e.(23)} = ((23)),
{e,(123),(132)} = ((123)) = (132)) va S

Trong s6 dé ¢6 {e}, Sy v {(1 2 3)) la ba nhém con chuan tac
cua Si.
4.8. Ta c6 es = se = ¢ vl moi s € S nén e € C(S) hay C(S) # 0.

Mat khac, gid st g, ¢’ € C(S), nghia 14 gs = sg va ¢'s = s¢’ véi moi
s € S. Suy ra

(

(132), (

H(I4) = {(14). (142),(
(123), (

(124}, (

(99')s = g(g's) = g(sq') = (¢5)9' = (s9)g' = s(99")
hay g¢’ € C(S).

Cudi ciing gia stt g € C(S), tir gs = sg ta nhan vio bén trai va
bén phai Jan lugt véi 97! s& dude sg™! = g7 's hay g7! € C(S). Vay
C(S) 1a mot nhém con ciia G.

Bay gio ta sé chitng minh

C(G)={g9€Glgr=19gVzeqG}
1a nhém con chuan tic cna G.

Theo trén ta c¢6 C(G) 1a mdt nhém con ciia G. Mt khar, vdi mol

z € X va g € C(G) ta ¢6: gr =zg. Do d6

e lgr =alrg = eg = g € C(G).
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Vay C(G) 1a nhém con chuan tac cla G,

4.9. A 1a nhém con ciia G ¢6 chi s6 2, nghia 1a s6 cac I8p ghép trai
cua G theo nhém con A bang s6 cac 16p ghép phai cua G theo nhém
con A va bang 2. Irong hai 18p ghép d6 c6 mdt 18p 1a A va mét 1dp la
phan bl cia A trong G. Do d6 méi 18p ghép trai ciia G theo A 13 mot
16p ghép phéi cha G theo A v ngudce lai. Vay A 1a nhém con chuin
tac cua G.

4.10. Ky hiéu { B, }ies 12 tap hgp cac nhém con lién hgp véi nhém con
A. Theo dinh nghia, véi méi 4, tdn tai a, € G sao cho

-1

Dat B = ﬁIBi thi B 1a mét nhom con cua G
S

Mat khic. v6imbdiz € G vai € [ taco 27 Bix = (a,0) ' Aa;x) la
mdét nhém con lién hap véi A nén {0 "' Byr},er cing chinh 1a tap hop
cac nhom con lien hgp véi nhém A. Do dé:

¢ 'Br = 7' (NB,)x = Nz"'B,x = B,
1 1
suy ra Br = zB. Vay B la nhém con chuan téc.
4.11. V8imoi a € Ava b € B, xét z = (ab)(ba)™". Ta ¢é:
r = (ab)(a™'6"") = (aba )67 =b'b"" € B,
Tuong tir:
r=(ab)(a”'b7) = a(ba™lb ") = ad’ € A.

Do dé: x € AN DB = {e}. Vay ¢ = ¢, nghia la ab = ba.

4.12. Xét tap hop G = {(m.n.€) | m,n € Z,¢ = £1}. Ta dinh nghia
phép nhan trén G nhu sau:

(By ko )l dge) = (kv + ke + Dpae)

(/{1, /{,‘2\ ~-1)(ll. 12\ E) = (k[ + 12\ k‘g + ll, —E)
Khi d6 G la mat nhom véi phan tit don vi la (0,0, 1) va

(m,n, )" = (=m,—n,1); (m.n,-1)""'=(-m, -n,—1).
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Xét nhém con A cla G sinh bdi hai phan i (1,0,1) va (0,1,1). Vi
hai phin t\ ¢6 toa d6 thi ba bang 1 giao hoan dudc véi nhau nén méi
phan it cia A ¢6 dang:

a=(1,0,1"0,1,1)* = (m,0,1)(0,7,1) = (m,n,1)
voi m,n € Z. Gia stt z = (k,l,¢) € G, ta cé:
e=1, zax™' = (k,I,)(m,n, 1)(—k,=1,1) = a € A
e=-1 zaz V= (k,1,-1)}(m,n,1)(—=k,—1,~1) = (m,n, 1) € A.

Do d6 A la mot nhém con chuan téc ena G.
Nhém con B = ((1,0,1)) chuén thc trong A vi moi phan tit cia B
giao hoan véi moi phan ti cia A.
Tuy nhién B khong phai 12 mot nhém con chuén téc trong G. That
vay ta co: '
B ={(m,0,1) | me Z}

Véi moi m # 0, ta co:
(1,1, -1)(m,0,1)(1,1,—1)"' = (0,m,1) ¢ B.

4.13. Ta c6 thé chimg minh mot két qua téng quat hon, dé la: néu
{A;}ier 12 mot ho cac nhém con chuén tic cia G thi A = ,ﬂlAi 12 mot
1€

nhém con chuan tic cua G.

That vay, gia st z € G,a € A suy ra a € A, v6i moi i. Do A; la
chuan tic nén zaz~! € A; v6i moi 1. Suy ra zaz~' € A. Vay A chuan
tic trong G.

Bay gid ta chiing minh ring néu A, B 13 hai nhém con chuén tic clia
X thi AB = BA. That vay, véimoia € A,be Btacéb, =aba! € B
(do B chuan tdc). Do d6é ab = bja € BA. Vay AB C BA. Tuong tu,
ta c6: BA C AB. Vay AB = BA.

Ta cé e = ee € AB. Néu a,b, v azby € AB thi ta cé:

(alb])(QQb'z)_l = Q](b]bglagl

Phan tit (b,b;)a;' € BA = AB nén (a,b)(axb,)"' € AB. Do dé AB
|3 mdt nhém con cia G.
Mt khéc, v6i moi ab € AB,z € G, ta c6:

rabr ' = (raz ') (zbr™') € AB
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Vay AB chuan téic trong G.
4.14, Gia s\t ngugce lai rang H K 14 mot nhom. Ta ching minh
|HK/H|=|K/HNK]|.
That vay, xét tuong dng
f:HK/H - K/HNK

axr — T

thl tuong iing nay khéng phy thudc vao dai dién. Hon naa, f con 14
mot song anh. Do dé ta ¢é

\HK/H| = |K/HNK]|.
Do HK la nhém con clia G nén |G|: |HK|. Suy ra
pm: |HK]
Ma H 1a nhém con cia HK nén |HK]|:|H|. Suy ra

|HK| =p*t, teZ

T dé suy ra p*m gt = m 't (1)
Ta c6 |HK/H| = p*t : p* = t nén t = |K/H N K|. Do K khong
thude H nén
|[HNK| < |K|=7p"

ma |K| chia hét cho |[HNK|nén |[HNK|=p", v6i 0 <1< d.
Suy ra
[K/HNK|=p/p'>p (dod—i>1)

Vay t =pd-tip (2)

Tu (1) va (2) ta c6 m : p, trai v6i gia thiét (p.m) = 1.

Vay HK khong la nhéom con ctha G.
4.15. Tam cva nhém Dy = {e. g. g% h. gh, g*h} 1 {¢}. Tam ctia nhém
Dy ={e.g.¢°. ¢° h,gh.g°h.¢°h} 12 {c. ¢%}.
4.16. a) Gia st ¢’ 1a nhoém con cta nhém G sinh bdi tit ca cac giao
hoan tit. Khi d6 phan tit b = a” 'z 'ar € G' véi moi a € G’ va vdi
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moi x € G. Do dé 27 'az = ab € G'. Vay G’ 1A mét nhém con chuin
tac cta G.
b) D&i v6i hai phan tit u,» bit ky thudg nhém thuong G/G’ ta cé
u=avav=>5 vliabe G Do

(ab)(ba)™ ' = aba™'b"' € G’

nén ab = ba. Tt d6 @b = ba, nghia 1a nhém thuong G/G’ la nhém
aben. .

c) Gia sit G/A 1a mdt nhém aben, nhir viy véi moi phan tit aA va bA
thuoéc G/A ta cé

(aA)(bA) = (bA)(aA), hay abA = baA.
Do dé ab(ba)™' = aba™'b"! € A. Tit dé suy ra nhém con G’ sinh bdi
cac giao hoan tu caa G la chnta trong A.

Ddo lai, néu nhém con G’ sinh bdi cac giao hoan tit clia G chia
trong A thi aba™'b ' € A vdi moi a.b € G. Tt d6 suy ra abA = ba A
hay (aA)(bA) = (bA)(aA), titc 1a G/A 1a mot nhém aben.

4.17. a) 3Z/15Z = {15Z,3 + 15Z.,6 + 15Z,9 + 157,12 + 15Z}.

b) 4Z/247 = {247.,4 + 247,8 + 247,12 + 247,16 + 247,20 + 247Z}.
c) {a)/(a®) = {{a®}. a{a®}, a*(a®), a®(a®), a’(a®)}.

d) Goi R* 13 nhém nhan cac s6 thuc khac khong, R 13 nhém nhan
cac s6 thue duong. Khi dé ta c6: R*/R% = {R%, R}, trong dé R* la
tap hop cac sd thue am.

4.18. Nhém céac giao hoan tif ctia nhém cac phép thé Sy 1a

H = {(123)).

4.19. Gia st |G| = p™, p nguyén tb6. Lay g € G. Khi dé:

Néu g c6 cap bing p thi nhém con sinh béi g ¢6 cip p. Khing dinh
duge chitng minh.

Néu g khéng cé cap p thi do cap clia g 1a wdc evia cip clia G nén
chp clia g ¢6 dang p* (2 < k < m). Khi d6 ¢** = (¢*" ') = e. Do p*
15 cAp clia g nén g7 ' # e va p la s6 nguyén té nén phan tit g7 ' 6
c&p p. Va nhu vay nhom con sinh bdi ¢?* ' ¢6 cap p.

4,20. Do (n,m) = 1 nén tdn tai z,y € Z sao cho mz + ny = 1. Suy
ra h = A7 = IR = (hT)Me = g™ v6i g = hT.
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4.21. a) Trudc hét, ta ching minh tap MN déng vsi phép nhan.
Gia stt 7y, 2’y € MN. Do N la nhém con chuan tic trong G nén
N = Nz'. T do tén tai z € N sao cho 2’z = yx'. Khi dé

(xy)(2'y") = a(yr" )V = x(2'2)y’ = (z2")(2y') € MN.
Bay gis néu xy € M N thi
(zy) "=y 'z e Ns'=2"'NC MN.

Diéu nay ching t6 M N 1a mdt nhém con clia G.
b) Bay gid gia sit M, N 1a hai nhém con chuan tdc cta G. Vi zy € MN
va g € G ta cb

1 1

grg~ =z e M, gyg”' =y € N.

Tit d6: g(xy)g™" = (9z97")(gyg™") = =y € MN.
Nghia la M'N 14 nhém con chuan tic trong G.

4.22. a) Gia sit a, b € Ng. Thé thi
(ab)S(ab)™" = a(bSb )a' =aSa”' = S.

Mat khéc, tiraSa™! = Ssuyraa 'Sa=S. Vayab € Nsvaa™! € Ngs.
Hay Ng la mét nhém con cua G.
b) Gia sit X 1a nhém con clia G va H 1a mot nhém con chuin tic
trong K. Liy a € K, théthiaHa ! = H.Suyraa € Ny hay A C Ny.
c) Bay gid gia stt H 12 mot nhém con clia G va K 132 mot nhém con ciia
Ny. D& thay H 1a chuin tic trong Ny, vakhidétacé KH = HK 1a
mot nhém con cua Ny.
Bdi vi H c KH C Ny va H 1a chudn tic trong Ny nén H chuin
tac trong K H.
d) Gia sit A 14 mét nhém con clia G nhan H lam nhém con chudn tic,
nghia la aHe™! = H véi moi a € A. Ding thite nay chitng t6 a € Ny,.
Vﬁ.y AC NH.
4.23. D& thiy phép todn o trén A ¢6 tinh chat két hap. A ¢6 phan ti
don vi1a (1, 0) va nghich d4o ctia phan t (z, ) 1A phan tit (271, —yz 1),
Do d6 A 1a mot nhom. '
Mait khae, véi moi (u,v) € A va véi moi (1,y) € H ta cé:

(u, v)(1, ) (w,0) " = (w)(Ly)(u™ —vu)
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=(uu L ou yu P vy = (oygu) € H.

Vay H la nhém con chuan tic trong A.
4.24. Xét 4nh xa:
f.C =R
a — |o

trong d6 (R*,-) 13 nhém nhan céac sb thuc duong. Ta c6

f(@.8) =la.B] = |al 18] = f(a).f(8)

nén f 13 mdt dong cAu nhém.

Hon nita, véi moi z € R* ta ¢6 f(z + 0:) = z nén f la mot toan
cAn nhém.

Mat khae, Kerf = {a € C*| |a] = 1} = W nén theo Dinh 1y déng
cau nhém ta cé:

C*/W = (R,

4.25. Gia st G la mot nhém méta aben, nghia 13 né ¢ mot nhém con
chuan tac K sao cho cd K vA G/K déu giao hoan.

a) Giad st H la mét nhém con tuy ¥ cia G. Khi d6 K N H la moét
nhém con chudn tic ctia H va

H/KNH=KH/K

Mat khac K N H cing 14 nhém con cia nhém aben K nén K N H
cing 1a nhém aben. Con K H/K la nhém con cia nhém aben G/K
nén K A/K 1a nhém aben. Do d6 H/K N H 1a nhém aben. Nhu vay
H 14 nhém méta aben.

Gia stt NV 1a mét nhém con chuin téc nao dé cia G, ta ching minh
nhom thuong G/N cling 12 mdt nhom méta aben. That vay, ta co
K/N 1a mot nhém con chuan tic cia G/N. Do K 13 nhém aben nén
K/N cung la nhém aben. Mat khéc

(G/N)/(K/N)=G/K

ma G/K la nhém aben nén (G/N)/(K/N) cing 1a nhém aben. Vay
G/N 1a nhém méta aben.

b) Gia st G la méta aben. Khi dé G/ K 14 aben, nén theo Bai tap 4.16
ta ¢6 nhom giao hodn ti G’ C K, nghia la G’ giao hoéan.
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Nguoc lai, néu G’ giao hoan thi ciing theo Bai tap 4.16, G’ 14 nhém
con chuan tic aben cla G vi nhém thudng G/G’ ciing la nhém aben.
4.26.a) Véimoige Gvake K, tacé: gk=kgnén k=g kg€ K,
nghia 13 K 13 nhém con chuan téc cla G.

b) Néu G/K la xyclic thi ton tai g € G sao cho G/K = (gK). Véi moi
a.b € G thi aK,bK € G/K nén ton tai cic s6 ty nhién n, m sao cho
aK = g"K,bK = ¢™K hay a = ¢"k,b= g™k’ v6i k, k' € K. Khi dé:

ab= (g"k)(¢g"k') = g"(kg™)k' = g"g"kk' = g™ kK .
ba = (g™k")(g"k) = g™ (K'g" )k = g"g"k'k = g™ "k k.
Do k, k' € K nén kk' = kK'k, do dé ab = ba hay G 1la nhém giao hoan.

5. Pong cau nhém

5.1. f khong phai 1a déng cAu nhém.

5.2. f la déng cAu nhém va véi moi ¢* € Cp, ta co f(g*) = g**. Do
dé Kerf = {e,g*,¢°} va Imf = {e,¢* g% ¢°}

5.3. f 1a dong cAu nhém. Kerf = 4Z va Imf = {([0], [0]4), (|12, [1]4)-
([0%a. [2]4), ([L]2. [3]4)}-

5.4. f 1a déng ciu nhém. Kerf = {[0]s, [2]s, [4]s, [6]s} va Imf = Zo.
5.5. Gid st G 132 mot nhém xyclic sinh bdi phan tdava f : G — H
la mot dong céu tix G dén H. Khi d6 ta c¢6 f(a) € Imf va do d6
Imf = {f(a)" = f(a™) | n € Z} 12 nhém xyclic sinh bdi phan tv a.

5.6. Dé cho tién ta ciing xem A 13 nhém véi phép toan cong. Khi dé
tugng ng:

ff+Z - A
. f(n),neN
" {—f(—n),nﬁé N

trong dé6 — f(—n) 1a phéan t nghich déo cta f(—n) trong nhém A, 1a
mét déng cAu nhém.

Khi d6 v6i moi n € N ta ¢6: f' oi(n) = f'(i(n)) = f'(n) hay
foi=f.

Gid sif con c6 dong cau nhém ¢ : Z — A sao cho p ot = f, Khi dé
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vdi moil n € Z ta co:

Néun € N thi f/(n) = f'(i(n) = f(n) = p(i(n)) = p(n).

Néu n ¢ N thi f'(n) = —f(—n) = —¢(i(-n)) = —p(-n) = ¢(n).

Tém lai f' = . Vay f’ xac dinh nhu trén la duy nhat.
5.7. Gia st G/A = {11A, 22A. .-+ .2,A} 14 tap cac lép ghép clia A
trong G, S, 1&4 nhém cac phép thé cta tap G/A. Vi trong nhém c6
luat gidn udc nén v8i méi ¢ € G, anh xa:

te: G/A — G/A
A — azA

& mot don anh, va do dé 1a song anh, tic la ¢, € S,.

Bay gi3 xét anh xa:

t: G - 5,
a — i,

Vi toty = to nén t la déng ciu nhém. Hon nita néu a € Kert thi
t, = 1g, nén zA = az A v6i moi r, dic biét A = aA nén a € A. Vay
ta dudc Kert C A. Dat B = Kert ta dus¢é B 13 nhém con chuan tic.
Hon nita G/ B déng ciu véi Im¢ 1a nhém con cta S, nén G/B 1a nhém
hitu han.
5.8. Ta ¢6 Kerg = {0} va p~1(12Z) = 2Z.
5.9. a) V&i moi s6 nguyén k ta c6: k € mZ N nZ khi va chi khi k € mZ
vakenZ ©k:mvak:n, nghiald k:b Do dé mZNnZ = bZ.
b) Do (m,n) = d nén tdn tai hai sé 7 va s sao cho mr + ns = d. Suy
ra: mZ + nZ = dZ. (Diéu nay dugc suy ra ngay tir phiép chitng minh
sif ton tai uéc chung 18n nhat cla hai s6 nguyén).
¢) Xét anh xa: f: Z —» mZ/mnZ, k — nk + mnZ. D& chiing minh f
1a mot toan cAu nhém. Hon nita, Kerf = nZ. Suy ra:

Z/nZ = mZ/mnZ.
5.10. Giastt f : (Z,+) — (Q,+) 12 mdt dong chu tu (Z, +) dén (Q, +).
Khi dé v8i moi n € Z ta c6 f(n) = f(n.1) = nf(1) v6i f(1) =a € Q.
Vay moi dong chu f : Z — Q déu dugc xac dinh bdi f(n) = na véi
moi n € Z, trong dé a 13 mét phan t¢ nao d6 cta Q.
5.11. (Z, +) khéng ding chu véi (Q*,-) vi (Q*,-) c6 mdt phin tit cAp
2 (la —1) trong khi (Z, +) khéng c6 phan tif cap 2.
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5.12. (R, +) déng_cé,u véi (R*, x). That vay, xét 4nh xa

lg: RY —- R
r — lgx.

Do tinh chat ciia ham lg ta c6 lg(zy) = lgr+lgy nén lg 14 mot déng
chu. Néu z # y thi lgr # lgy nén lg 1a mét don cdu. Hon nita, véi mdi
a € Rtaco 10* € R* thod man Igl0® = @ nén lg 12 mét todn chu. Vay
lg 1a mot dang cAu.

. k k
5.13. Mdi s6 phitc thude H cé dang luong giac 1a: r (cos ~2£ + isin gj

vii k€ Zvar >0 L L
Vay H = {7"(00577r +isin77r) |r>0, k¢ Z}.
Xét anh xa f: C* — U, r(cosp+ising) — cos4go+isin4,o Dé

kiém tra f |3 mét dong cAu nhém. Hon nita, véi moi cosg+ising € U
ta co:

¢ .. @ ..
f cos +zst = cOS + is8in .

Vay f 1a toan cau. Mat khac,
Kerf = {a =r(cosy +isinyp) | f(a) =1}
= {a =r(cos¢g +isiny) | cosdy +isindp = 1}

= {a =r(cos¢ +1isiny) | 4p = 2kw, k € Z}

km
o kelZ}

k k
:{a:r(cos—;qLisiI 77]’) |k‘€Z}=H.

Do d6 H 13 nhém con cua C* va

={a=r(cos¢g +isiny) | ¢ =

C*/H =C*/Kerf =U

5.14. Xét &nh xa ¢ : R — U, r — cos2xr +isin2nr. Dé ching
minh g 1 mot toan ciu nhém vi Kerg =Z nén R/Z = U.

5.15. a) Theo Bai tap 5.5, ta ¢c6 f(A) 14 mot nhém xyclic sinh bdi
f(a). Do f(a) 13 mot phan tit cia B nén chp cia f(a) la udc clia cap
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cua B, nghia 1a udc cua n.
Mit khac, do a cb cdp m nén a™ = ey, suy ra

(@)™ = f(a)™ = flea) = e

nén cap cia f(a) 1a udc cia m. Vay cAp cua f(a) 1a mot wdce chung
ca m va n.

b) Mé&i ty ddng can c¢iia nhém Zg = (1) hoan toan duge xac dinh bdi
f(1) € Zg nén Zg c6 ding 6 tif dong ciu.

5.16. D& chitng minh f la déng cAu nhém. Gia sit ¢ : Z — G la mot
dong ciAu nhém thod man @(1) = g. Khi dé v6i moi n € Z ta c6:

pn)=p(l+14+-+1) =[p(l)]"=g"=f(n) = ¢=f
Vay f 1a duy nhat.

5.17. a) Gia st G = (a) 12 mdt nhém xyclic cip n. Mbi tu déng cau
cia G cho ta mot gia tri xac dinh cla f(a) € G. Dio lai v6i mbi
b=a* € G, anh xa '

f: X

—
a — a

X
k.

véi & = 1,2,....n 12 mét ty ddng cau ctia G. Nhu vay méi tu déng céu
f ctia G hoan toan xac dinh bdi f(a) € G. Do dé c6 diing n tu dong
chu ctia G. ‘
b) M&i déng céu f : Z,, — Z, cho mét gia tri xac dinh f(1) € Z,.
Cép cia f(1) 1a udc clia n. Vi 1 ¢6 cAp m nén cip cua f(1) 1a udc cta
m. Do dé cap cia f(1) 12 udc chung ciia m va n.

D3o lai. véi phdn tt b € Z,, c6 chp la wdc chung ctia m vi n thi
anh xa k — kb cho ta mot dong céu [ : Z,, — Z,.

Tu dé suy ra cé sdu dong cau tu Zg dén Zz. D6 1a cic anh xa
f:Zm — Z, sao cho

f) =9, f(1)=12,

¢) Theo cau b) ta c6 siu doéng chu tir Z;g dén Zg, d6 la cac dong cau

155



5.18. a) f : C3 — C, dugc xac dinh bdi f(g") = e.

b) f:Z — Z4 duge xac dinh bdi f(1) = [0]s hodc f(1) = {1]4 hoadc
f(1) = [2]4 hodc f(1) = [3]4. Khi d6 v6i moi z € Z: f(z) = zf(1).

c) Tacé Dy = {e,9,9%9° h,gh.g*h,¢*h}. Do dé f : Z — D, duoc xéc
dinh bédi f(1) = a véi a € D4. Khi d6 véi moi x € Z: f(z) = zf(1).
5.19. a) Theo Bai tap 5.15 ¢6 6 tu déng cAu cua nhém Zg dude xéac
dinh bdi f(1) =a véi a = 0,1,...,5. D& chimg minh ring trong s6 dé
chi c6 hai tit déng ciu xac dinh bdi f(1) = 1 va f(1) = 5 1a nhing
dang ciu. Do d6é Aut(Zg) gdm c6 hai phan tit. Vay Aut(Zg) = Z,.

b) Mébi tr déng ciu cla Z hoan toan duge xac dinh bdi f(1) vi
f(n) = nf(l) véi moi n € Z. Néu f € Aui(Z) thi f(1) = 1, vi
néu f(1) # 1 thi f(Z) = f(1)Z # Z do d6 trai v6i gia thiét f I
toan anh. Boi vay néu f € Aut(Z) thi f(n) = n véi moi n € Z hoic
f(n) = —n véi moi n € Z. Hay néi cach khac, Aut(Z) gébm c6 hai
phan tif 1 1z vA —1z, nghia la Aut(Z) ¥ Z,.

¢) Dé thay (Z3, x) 12 mot nhém xyclic cip 6 sinh bdi phan ti 5 nén

(23, %) = (Zg. +)-

5.20. Gia st X 1a nhém xyclic vé han. Theo Bai tap 3.17, X ¢6 ding
hai phan tit sinh 13 a va a~'. Khi dé mdi ty ding cdu cla X la mét
anh xa bién a thanh mdt phan t sinh 14 ¢ hoic a~!. Tuvadng ing ta
c6 hai ti dang cAu cfa X, dé 1a phép ddng nhat va a — a~'.

5.21. Gia st f = hg : G — K la dang ciu.
a) Do f = hg 14 don cAu nén g 1a don chu.
b) Do f = hg la toan cAu nén h la toan cau.

c) Lay z € H suy ra h(z) € K. Do f = hg 1 dng cAu nén tdn tai
a € G sao cho f(a) = h(x) hay

hg(a) = h(r) = h(gla)z™') =c = gla)z™' =be Kerh.
Do dé z = b7'g(a) € (Kerh)(Img). Vay H C (Kerh)(Img).
Ngugce lai, lay z € - (Kerh)(Img). Suy ra = = bg(a), trong dé
hb)y=evaae€G. Tuds

h(z) = h(b)hg(a) = f(a) € K = h(H)
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(do h la toan clu). Suy ra z € H. Vay (Kerh)(Img) C H. Tém lai ta
c6 H = (Kerh)(Img).

Bay gid gid st z € Kerh N Img. Khi d6 tén tai ¢ € G sao cho
x = g(a) va h(z) = e. Suy ra h(r) = hg(a) = f(a) = e. Do f 13 dang
chu nén a = e. Tt d6 © = g(a) = g(e) = e. Vay Kerh Nlmg = {e}.
5.22. Theo tinh chét ctia ddng cAu nhém, néu B 1a nhém con chuin
tac trong H thi f~'(B) chuan tic trong G.

Ngugce lai, gia st f~1(B) la chuan tic trong G. Khi dé vdi moi
be B vavdi moi z € H, do f 1a toan cAu nén tdn tai a € f~(B) dé
fla) =bvag e G d& f(g) = z. Do f7(B) chuan tic trong G nén
97lag € f~(B). Suy ra f(g"'ag) € F(f(B)) = B (do f la toan
cau). Hay f(g7'ag) = [f(g))"'f(a)f(g) = 2~ bz € B. Vay B la nhém
con chuén tic trong H.

Tiép dén, xét anh xa ¢ : G — H/B duge xac dinh boi
w(x) = f(z)B. Khi dé ¢ la mot toan cau va Kerg = f~1(B). Theo
Dinh Iy ddng cidu nhém ta ¢6: G/f~'(B) = H/B.

5.23. Theo Bai tap 5.22 ta c6: néu f : X — Y la mot toan chu nhém
va A 13 mét nhém con chusn téc cia X thi f(A) la mot nhém con
chuan tic cta Y.

Bay gid, do phép chiéu chinh téc p : X — X/A 132 mét toan chu
nhém nén véi mbi nhém con chuian tic H cia X ma H D A thi ta ¢6
mot nhém con chudn tic p(H) ctia X/A. Dao lai, néu K 1a mot nhém
con chudn tic cia X/A thi p~!'(K) 13 mdt nhém con chuin tic cla
X chita A. Nhu vay ton tai mot tuong dng 1 — 1 hay mét song 4nh
tir tap cac nhém con chuan téc cia X chita A dén tap cic nhém con
chuan tic ciia X/A.

5.24. Gia si 4 12 nhém con chuan tic téi dai clia G. Gid st N 1a mot
nhém con chuan tac cha G/H. Xét phép chiéu chinh tic

p:G—G/H.

Tao 4nh toan phan K = p~!(V) |2 mét nhém con chuan tic cia G va
chita H. Do tinh téi dai clla H trong G nén ta phai c6 K = H hodc -
K =G. Khidé N = {e} hodc N = G/H. Vay G/H 1a mot nhém don.

Dio lai, néu G/H 1a mét nhém don vh B 13 mdt nhém con chuan
tdc cha G chita H. Khi dé6 B/H 12 nhém con cia G/H. Do G/H la
nhém don nén B/H = 0 hoic B/H = G/H. Suy ra B = H hoac
B=G.
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5.25. Gia st a la phan td tuy y khac don vi ctia X vA co cdp n > 1.
Khi d6 nhém con xyclic A sinh bdi a ¢6 cip n vi n 12 ude cha clp p
cia . Do p nguyén té nén n = p. Nghia la A = G.

D& chitng minh ¢y 12 mét tur ddng cdu nhém. Ta cé véi moi z* € X
thi p') = z**.

Gia st pi(z,) = wr(z;), nghia la

gtk = ik = gDk = ¢

dodé (i —j)kip = i=j+np. Vay ' = 27 hay ¢, 1a don cau.
Gia sit 2" € X la phan t tuy ¥. Do (k,p) =1 nén ton tai a,b € Z

sao cho ka + pb =1 = kna + pnb = n nén z" = F@+) = gkt Vay

oe(2?) = 7% = 2™, do d6 @i 13 toan chu.

5.26. a) Ta xét xem khi nao ¢ 13 anh xa. Do 27 = 17 V| € Z, nén

& la anh xa khi va chi khi

ykr — yk(r+ls) P yklr — G,VZ c7Z

S kls: t,VleZ & kst

b) Bay gio gia st ¢ 12 mot don cdu. Thé thy X = p(X), nghia 1
w(z) = y* 6 cAp s (bing cAp cla z). Gia st sk = mt. Néu (s,m) =d
thi Sk = ¢, tit d6

d d”’

(") =)™ =e.
2, ‘5 . - -
Bai vay, p s, nghiala d = 1.
(.
5.27. a) Trude hét ta c6 thé ching minh twong img

o X/A — f(X)/B
zA — f(x)B

A moét anhi xa, nghia 13 ¢ khong phu thudce vao phan tit dai dién z.
Dé thay y 12 toan ciu.

b) Theo Dinh ly déng ciu ta c6

FX)/B = (X/A)/Kerg
= [X : A} =[f(X): B]|Keryg|.
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Bay gid néu zA € Kery thi p(zA) = f(z) € f(A). Khi dé ton tai
a € A sao cho f(z) = f(a). Tit d6

r=ac vé c¢€ Kerf.
Ta ¢6 dang cau
AKerf/A=Kerf/(ANKerf) = Kerf/K.

Viy |Kerg| = [Kerf : K]. Tt d6 suy ra diéu phai chimg minh.

5.28. Gia st A = {e,a} va X/A = {A,bA BPABPA B A}, Ta 6 X
sinh bai hal phan tit @ va b. Mat khac, vi 4 13 m6t nhém con chuin tic
nén bA = Ab. Nhu vay {b,ba} = {b,ab} = ab=ba. Do d6 X = {a,b)
13 mot nhom aben. Theo Dinh 1y Lagrange, cap ciia X bang 2.5 = 10.
Do d6 cap cha b bang 5 hoic 10. Néu cip ciia b bing 10 thi X = (b) Ia

nhém xyclic sinh bdi b. Néu cap ctia b bang 5 thi cAp cha ab bing 10.
Do d6 X = (ab). Nhu vay X 1a mét nhém xyclic cAp 10 va X = Z,,.

5.29. Gia sit X 13 mot nhém cap 10. Néu trong X ¢6 mot phan tit cap
10 thi X 13 mot nhém xyclic cdp 10 va do d6 X dang ciu véi nhém
ZlO-

Bay gid ta xét trudng hop nhém X khéng c¢6 phan ti¥ nao cip 10.
Tu Dinh 1y Lagrange ta suy ra, moi phan tit (khac don vi) ciia nhém
X c6 cap bing 2 hoac 5. Ta sé chitng té trong X ton tai nhitng phan
ti cip 2, nhing phan tif cdp 5. That vay, gid st moi phan tit (khac
don vi) ciia X déu cé chp bing 2. Khi dé6 X 132 mdt nhém giao hoan.
Lav a,b € X. Dat ¢ = ab = ba. Ta cé:

¢® = abab = aabb = ee = ¢, ac = ca = b, bc = cb = a.

Tl d6 suy ra A = {e.a,b,c} la mdt nhém con clia X, didu nay trai
véi Dinh ly Lagrange vi X 13 nhém cép 10, A 13 nhém cép 4.

Bay gid ta gia sit moi phan tit (khac don vi) clla X déu c6 cip
bing 5. LAy a € X, a # e. Vi a® = ¢ nén tbn tai b ¢ (a). Tir d6 két
hop véi gia thiét b° = e, suy ra chin phan tit sau 1a phan biét:

{e.a,a®.a* a* b b b, b}

Xét tich ab € X. Ta thiy ab khong ¢6 dang a* vi néu ngirge lai thi
b=a*"! € (a), trai gid thiét. Tuong tu ab khong c6 dang b*. Vay

X = {e,a,a2,a3,a4,b,b2,b3,b4,ab}.
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Xét a?b € X. T diéu kién b ¢ (a), suy ra a’b khong c6 dang a', &.
Tir d6 suy ra a?b = ab, do vay a = e. Didu nay 13 v6 ly.

Vay trong nhém X tén tai nhitng phan ti cAp 2, ching han la a,
va nhitng phan tit cip 5, ching han 1 b.
Néu ab = ba thi ab ¢6 cip bing 10, trai gid thiét. Do d6 ab # ba. Vay
nhém X sinh bdi hai phan tit a. b thod méan céc diéu kién

a® =t =e, ab # ba.

Trong trusng hop nay X dang ciu véi nhém Ds. Vay moi nhém cép
10 ho#c ding cAu v6i nhém Z,g. hodc ding cAu véi nhém Ds,.

5.30. a) D& thay rang G 1a mot nhém véi phan ti don vi 1a (0,0, 0),
IlghiCh dao cua phﬁn t (I’Cl, kg, kg) la ((_1)k3'+1}€1, —kg, ‘—k;})
b, ¢) Bing quy nap ta ¢6 thé ching minh ring

(1,0,0)" = (n.0,0), véi moin € N.
Mat khac, (1,0,0)™" = [(1,0,0)"Yn = (—1,0,0)" = (—n,0.0) v4i moi
n € N. Nhu vay: A = {(n,0,0)|n € Z}.
Anh xa: f: G — Z[i], (ki ko, k3) — ko + iks 1a mot toan chu
nhém. Ta c6:

(kl,kg,k;g)EKel‘f & kot+ika =0 < ko=kz3=0

< (kl\ kQ, k&) = (k],O‘O) c A

Vay A = Kerf 12 mét nhom con chuén tic cta G va ta cé G/A = Z[i].
5.31. Gid stt f : Q — Z 14 mét dong ciu tiY nhém cong Q dén nhém
cong Z. Néu f khong 1a doéng ciu khéng thi ton tai mot sé hitu ty
q # 0 sao cho f(q) # 0. Gia sit ¢ = r eQ,vdir,seZ. s>0 Khidé

s

T =gsva f(r) = f(gs) = s.f(q) # 0.
Mat khac, f(r) = f(r.1) = rf(1) nén f(1) = a # 0. Bay gio vdi

n # 0 12 moét sd nguyén bat ky ta cé

1) = fn ) =05

Nhu vay, n 13 udc clia f(1) = a. Diéu nay 1a vé ly.
Vay chi c¢6 mét dong ciu duy nhét 1a ddng cAu khong tir Q vao
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Z. Tit d6 suy ra Q khong déng cAu véi Z nén Q khong la mot nhém
xyclic.

5.32. Nhém cée tif dang ciu ctia 4-nhém Klein chinh 13 S,
5.34. b) Ta ¢6 anh xa

F: End(z) — Vi
f - F(f)=f(1)

la mot dang cau. That vy, véi moi f va g thude End(Z) ta c6
F(f +9) = {(J +9)(1) = (1) + g(1) = F(f) + F(y).
Néu F(f) = F(g) thi f(1) = g(1). Tt d6 v6i moi n € Z ta c6
f(n) = nf(1l) = ng(1) = g(n)

nghia IA f = g, vA do d6 F don céu.
Véi mor n € Z, anh xa

f: Z — Z

a +— na

la mot ty dong chu cia Z, va do F(f) = f(1) = n nén F la mét toan
cau. Vay

End(Z) = Z

¢) Tuong tit cdu b) anh xa

F: End(Q) — @
fo o= S

15 mot déng chu.
5.35. Xét dong cdu f : Zy, — Zy, [Um > [h]n, ta co:

[ ] - f([O]m) - ( [ ]m - 7nf([1]m) = m[h]" - mh[l]

d —_ —_ g
tu dé, mh : n=>dh d:>h k, véi k d . Suy ra

F(Um) = (M = [tk = K[t]n € kZa (= Za).
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Bay gid xét tudng ing:

$: Hom(Z,,. Z,) — kZqg
foe f)
Néu f € Kerd thi f([1],,,) = 0. nghia la f 1a déng chu khéng va do d6
® don cau.

Lay u € kZ,.u = k[h}, = [kh],. Thé thi vé6i f([1},n) = [kh], ta co
®(f) = u. nghia la ® a toan ciu va do d6 ® la ding cu.

Cach 2. Ta ching minh Hom(Z,,Z,) sinh bd f, véi
f([}n) = tkla. k& = T—; Liy ¢ : Z,, — Z, 1a mdt dong cAu. Thé
thi g([1},n) = [h],. Phan ti¥ [h], ¢6 cip s la udc cha d. Tu d6, do

. . o.d .
slh], = [sh], = 0 nén sh i kd, suy ra h : k;, va do dé h = kt. Bdi vay
thl, = t[kl, = tf (1)) = (¢S)([1];m). Diéu nay chntng to g = tf.

Sau cung ta ching té f ¢6 cap bang d. That vay. dé thay df = 0.
Néu sf =0 v6i s € Z thi

0= (sfY({1]) = sk{l]n > skin=s: %
Vay d la cap cua f va do d6 Hom (Zy, Z,) = (f) = Zy

5.36. a) Trudc hét, f 12 mot ddng cau, bdi vi véi z va y thude G ta
gs)

=d.

fulzy) = azya™ = (aza™ Y aya™) = f,(2) fu(y)-

Néu fu(z) = fu(y) tidc 1a aza™ = aya™" thi sau khi gidn wéc ta dugce
r=1y. VéimdiyecGtacdz=alya € G thod man

falx) = fala™'ya) = ala™'ya)a ! = y.

Vay f, |2 mot dang chu.

b) Ta sé ching minh véi moi a.b € G thi f,fy = fa. That vay, véi
mol r € G,

fofo(x) = falfo(x)] = fa(bxd™') = abz(abl)~1 = fa(x).

Nhu vay, tap hop céac tu ding ciu trong clia nhém G 13 mét tap con
on dinh cia Aut(G). Hon nita véi moi a € G ta ¢

fa’l-fa - fa—la = fe = 1x.
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Do d6, tap hgp cac ty ddng cdu trong cia G 13 nhém con cha Aut(G).
Bay gid, gia sit H la mot nhém con chuan ta‘ic ciia G va f, 13 mét tu
dang chu trong cua X. Ta co: fo(H) =aHa™' = H.
Daéo lai, gia st
fu(H)=aHa'=H
vl moi a € G. Khi dé H 1a chuan tic.

¢) Xét anh xa
f: G — A
a — fla)=

vdi A la nhém cac tir dang cAu trong ctia G. Khi dé f 1a dong cdu vi
f(ab) ab fufb f( )f(b)

Hién nhién f la toan anh. Ta c¢6 a € Kerf kh1 va chi khi f, = 15,
nghia 1a véi moi z € G ta ¢6

ara'=rVie G ar=raVs € G & a€ Z(G).

Vay Kerf = Z(G). Theo dinh 1y déng céu ta ¢6 G/Z(G) = A
5.37. Ta hiy ching minh a) = b). Gia sif tén tai mot dong cau
h:H - K sao cho g = hok. Néu z € G sao cho f(x) = ey thi

g(z) = hf(z) = h(f(z)) = hlen) = ek,
nghia 1& Kerf C Kerg.

b) = a). Gia sit Kerf C Kerg. Vi f la toan 4nh nén véi méi y € H
ton tai z € G sao cho f(z) = y. Khi d6 ta ¢é tuong ing h tit H dén
K cho bdi quy tic h(y) = g(a), véi f(x) = y. Quy tic h 12 mdt anh
xa vi néu ¢6 z; va 2, thude G sao cho f(z,) = f(z) thi

flryr;') = ey hay 2,2, € Kerf C Kerg.

Khi dé: g(z125') = ex hay g(x,) = g(z,). D& thay, h 1A mot dong
ciu. Hon nita, theo ciach xay dyng htacé g=ho f.

¢) Tinh duy nhit ctia A duge suy ra tir tinh chat f 1a toan ciu.

d) Ta hay tim Kerh. Ta c6

Kerh = {y€ H |h(y) = ex}
= {f(@) | h(J(@)) = 9(z) = ex} = f(Kerg).
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Vay néu h 13 mot don cdu thi Kerh = f(Kerg) = {en}, suy ra
Kerg C Kerf vi do d6 Kerg = Kerf.
Dao lai, néu Kerg = Kerf tin Kerh = {e;;} do dé h la don chu.

e) Ta c6 linh = ho f(G) = f(G). Vay
hMH)=1lmh=K & g(C)=K

hay & 1a toan anl khi va chi khi g 14 toan anh.

5.39. Do ¢* = ¢ vdi moi g € G va p la s6 nguyén t6 nén moi phan tir
cha G déu ¢6 cap 1 hoac p. Trong d6 ¢ 1A phan tir duy nhét cé cip 1.
con lai moi phan tit khac cua G dén ¢6 cip p.

Chon cac phan tif g;, ga.....gn € G sao cho g # e vh g, khong thé
vidgt duge dudi dang tich ctia cdc luy thiwa cia gy, ..., g,—;. Hon nita,
chon n 13 56 16n nhat thod man diéu kién dé. Vi vay moi phan tif cia
G déu bidu dién duge qua cac luy thita cia cac phan tif g,.

C6 thé thav anh xa

f:Z;; — G

1a ot déng cAu. That vay,

flzr v z) (e ) = Far + 4y oo 20+ Un)

1t 2y byn

=g gz = git...gin.gi...g¥ (do G aben)
= f(zll A :”.)f(yl) ”":U‘”.)

Vay f 1a méot dong cau nhém.
Gia st (z1,....2,) € Kerf va z 1a 56 cudi cing bé hon p (nghia la
2410 2 déu bang p). Khi dé

Z1 2y
gy -9, = ¢

Nhan hai vé clla dang thitc nay véi ¢?* ta duge: g~ = g7'...977".
Dicu nay mau thuin véi cach chon ¢,. Vay z, = p véi moi ¢ = 1.....n
hay f la don anh.

Tinh toan anh cia f dude suy ra it cach chon cc phan tit g;. Vay
fla dang cdu va ta c6 G = VA

5.40. Dé thay tich clia hai ma tran ¢6 dinh thite bang 1 lai 13 mét ma
tran c6 dinh thitc bang 1. Ma trén A € G, ¢6 detA = | # 0 nén né ¢
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ma trin nghich dao va ma tran nghich dao ciing ¢6 dinh thie bang 1.

Ngoai ra, ma tran

i

13 phan tit don vi ca G,. Vay G, 1a mot nhom.

Z, c6 p phan tit. T\t ding thic ad — bc = 1 suy ra a ¢6 thé lay
mot trong p gia tri cia Z,. Tuong tu, b vA ¢ ¢6 thé nhan mot trong
p gia tri cua Z,. Do d6 néu da chon dudce a.b.c thi do dang thite
ad — be = 1, d chi ¢6 thé nhan mot gia tri duy nhat. Vay theo quy
tdc nhan ta ¢ p.p.p.1 bd 4 gid tri cva a.b, ¢, d thod man ad — be = 1.
Nhung trong dé ¢6 p cap gia tri cia b va ¢ triing nhau nén thire ra ta
c6 p* —p = p(p? — 1) b0 gia tri cla a. b, e, d. Vay G, c6 cap p(p? — 1).

Ta ¢6 G) S{

5.41. Gia su nhém G duge sinh bdi hai ma tran:
0 1 01
S BT R
1 0
[ ] la ma tran don vi cap 2,'1a ¢6:
01
0 1 0 1 0
-1 —1
1 0 -1
3 _
A% = 1 { 1 0} [ 0}
4 -1 1y 0
A= 1 J{ 10 0 1 =E
[0
| 1
101 {1 0| _ 3
s | oH Ho 5 = pa
0 1 B .
1 0f |— -
1 01 |0 =~1f _ )
o[y Hl o[ o]

Vay G = {E. A, A% A3 B, AB. A2B, A*B} nén G c6 cap 8. Do
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AB # BA nén G khong aben.
Ta c6 G=D,.

5.42. Liy A la nhém thuong G/G’, trong dé G’ 1a nhém con cua G
sinh bdi cac phan tit c6 dang zyz 'y, z,y € G. Déngchua : G — A
dudgc chon 1a phép chiéu ty nhién.
Gia st H 1a nhém aben va h : G — H 1a mot dong cdu nhém. Goi
K = Kerh, thé thi ¢6 mot don cAu: G/K — H va do d6 G/K la giao
hoan,

(zK)(yK) = (yK)(@K) = zyz" 'y € K.

Tw d6 G’ ¢ K. Khi dé thiét lap dong cau:

fiA=G/G — H
G — i(zK)

Dé kiém tra lai dudge ring f 1a dong cau duy nhat thod man h = fa.
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Chuong 111

CAU TRUC NHOM
1. Tich truc tiép

1.1. Do (2.3) = 1 nén Zy x Zy = Zg.
1.2. Vi moi z € Chg, y € Cg ta co:

Do dé
(z, ) = ("), (°)°) = (e, ).

Vay moi phan tif evia nhém Cyo x Cs déu ¢6 cap nhd hon hodc bang
30. Mat khic, nhém Cgg 1a nhém xyclic cAp 60 nén phan tif sinh c6
caAp 60. Do dé. hai nhém Csy va Cip x Cg khéng déng cdu véi nhau.

1.8. D, va C, x C, khong ding ciu véi nhau wvi C, x C; 1a nhém giao
hoéan, con D, khéng giao hoan.

1.4. Khong, moi phan ti clia nhém Zg x Z, déu c6 cAp nhé hon hoac
bang 4, trong khi d6 phan ttt (14 1)/v/2 cé chp bing 8.

1.5. Gid s1t (g, h) 12 mot phan tif sinh cua nhém G x H. Ta sé ching
to G. H 1a nhitng nhém xyclic twong itng sinh bdi g va h.

That vay, lay € G bat ky. Khi dé ta c6: (z.en) € G x H. Do vay,
ton tai sé6 nguyén n sao cho

(Ia 6H) = (gv h’)n‘

Tit d6 suy ra z = ¢". Vay G la nhém xyclic sinh bdi g. Ching minh
tuong tit. H la nhém xyclic sinh bdi A.
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1.6. Gia st X x Y 1a mdt nhém xyclic va (m,n) = d > 1. Khi dé véi
moi (z,y) € X XY tacé:

mrr

(2, )" = ((2™)7, (y")7) = (ex, ev).

Tit dé suy ra trong nhém X x Y, moi phan t1it déu c6 cip nho hon
3 mn N P 4 . 2 5 N . £ S
hoac bang R va do dé ndé khéng c6 mot phan tit nao ¢é cap bang

mn. Didu nay trai véi gia thiét X x Y 13 mot nhém xyeclic 6 cap bing
mn. Vay m,n nguyén té ciing nhau.

Dao lai, gid st m, n nguyén t6 ciing nhau. Goi g, h tuong ng la
phan ti sinh cia X,Y. Ta sé chiing minh (g, k) 1a phan tif sinh cia
X x Y. That vay ta c6:

(9.B)™ = ((g"™)" (B")") = (ex e).

Bay gid gia st (g, h)* = (ex.ey), nghia la (g%, h*) = (ex.ey). Do g.h
¢6 cip tudng iing bing m,n nén ta suy ra k : m. k : n,Vim, n nguyén
t6 cung nhau nén ta suy ra k: mn. Vay (g, h) cé cip bang mn, hghia

1a (g.h) la phan tt sinh ciia nhém X x Y. Vay X x Y 12 mot nhém
xyclic.

1.7. Gid. st X 1a mot nhém cdp 4. Néu trong X toén tai mét phan
t cAp 4 thi X la mot nhém xyclic ¢dp 4, va do dé né ding ciu véi
nhém Z,. Néu trong X khéng ton tai mot phan t cip 4 thi tir dinh
ly Lagrange ta suy ra moi phan t khac don vi cia X déu cé cap bing
2. Gia st X = {e,a,b,c}, trong dé a* = b* = ¢* = e. Xét tich ab. Néu
ab = e thi ab = ¢ = aa, suy ra a = b, diéu ndy khong xay ra. Vay
ab # e. Chimg minh tuong tu ta suy ra ab # a,b. Vay ab = c. Lap
luadn tudng ty, trong nhém X ta co:

ab=ba=rc, bc =cb=a, ac = ca = b.

Xét anh xa

mc-—@mx

R A
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Chiing ta c6 thé thit lai duge rang f 1a mot dang chu. Vay X = Z, x Z,.

1.8. Khong thé phan tich Z thanh tich cfia hai nhém aben vi hai nhém
con thyce sy cia Z déu c6 giao khac rong.

1.9. Truéc hét ta ching té ring AND = e. That vay, gidstr € ANB.
Doz € B = Kerf nén ta ¢6 f(x) = e, suy ra k(z) = e. Do k 1a mét
ding ciu nén ta cé x = e.

V6i z € G bat ky. do k = f|4 1& mét ding cAu nén tdn taia € A
sao cho k(a) = g(z). Khi dé ta cé:

g(z.a™') = g(z)g(a™) = g(z)(g(a))™" = g(z)(k(a))™" =e.

Suyraz.a! =be Kerf = B. Vay r = a.b € AB. Gia st ta cdn ¢
thé phan tichz = cd véi c € A,d € B. Khidé: a.c™! =d.b"' € ANB.
Theo nhan xét d trén ta suy ra a.c™! = d.b7! = e. T d6 suy ra
a=c. b=d Vay G = AD.

1.10. Gid s1it z € Ker3 N Imvy. Khi dé ton tai ¢ € C sao cho x = y(c).
Tu dé:
c=(Bov)(c)=08(z)=0.
Suy ra x = v(¢) = 0. Vay Kerg N Imy = 0.
Lay b € B bt ky. Dat u = v(8(b)) € Im~y. Ta c6
Blu) = B(v(8(b))) = (B1)[B(b)] = B(b).

Suy ra B(b— u) =0, nghia la: b — u = v € Kerfd. Vay:
b=u+v € Kergad Imvy, va do dé B = Ker3 4 Imy.

1.11. Ta ¢d anh xa
pllGXH - G
(g:h) — g

12 mot toan ciu c6: Kerpy = H'. Tu dé suy ra (G x H)/H' = G.
Chitng minh twong tu ta duge (G x H)/G' = H.

1.12. a) X x Y la nhém giao hoan khi va chi khi

(a,b).(z,y) = (£,y)-(a.b)
vdi moi (a,b). (z.y) € X x Y. Dieu nay tuong duong véi

ar = za, by =yb
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vimoi a,z € X; b,y €Y, nghia la X, Y 1a nhitng nhém giao hoan.
b) Phéan it (e, b) thudc tam cda nhém X x Y khi va chi khi

(0.0)-(2.9) = (3,).{a, &) :
véi moi (z.y) € X x Y. Diéu nay x&y ra khi va chi khi
ar = za, by = yb
v8i moi z € X, y € Y. Diéu nay c¢6 nghia la a € Z(X), b € Z(Y).
Vay tam cua nhom X x Y 1a Z(X) x Z(Y).

1.13. a) ~ la mot ddng cdu khi va chi khi ~A(zyx,) = h(zr))h(z,), nghia
1a:

(f(r172), g(z122)) = (f(21), 9(z1)) (f (22), g(22))

véi moi z;, 7, € X. Diéu nay xay ra khi va chi khi

flozs) = f() f(x2), 9(r172) = g(21)g(22).

Vay A 1a mo6t déng cAu khi va chi khi f v g 14 nhitng dong cau.
b) Gid sit f 1a don anh. Néu hA(z) = 0 thi ta suy ra f(z) = 0. Tu dé
suy ra z = 0. Vay h la mot don cau.
Tuong tur néu ¢ 13 mét don céu thy A 1a moét don chu.

Néu h 1a mat don ciu thi ta khong suy ra duge f, g 1a don cau. Vi
du:

Chon X =Y = Z 1a nhém xyclic cip 6 sinh bdi z, con f.g la
nhing anh xa xac dinh bdi:

flz)y =12 g(z) =1
Khi dé ta dé thdy f va g khong phai 1a don anh, tuy nhién h la

don anh.

¢) Gia sit A 13 mdt toan cau. Khi dé véi moi y € Y,z € Z, ton tai
x € X sao cho h(r) = (y,z). Tudé suy ra f(z) =y, ¢(z) = z. Vay
f vh g la nhitng toan cau.

Néu f va g la nhitng toan ciu thi khong suy ra dudgce h la toan ciu.
Ching han lay f = g = id : Z — Z. Khi d6 khong tdn tai ¢ € Z dé
h(x) = (0.1).
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1.14. Dé thay anh xa

h:L - GxG
z — (9(z),4'(z))
la mot déng cAu nhém thod man céc diéu kien g =poh, g’ =p' o h.

Bay gid gid st k: L — G x G’ ciing 14 moét déng chu thoa man
g=pok, g =p' ok Datk(z) = (u(z),v(z)), z € L. Taco

o(x) = p o k(z) = p((u(=), v(z))) = u(z).

T d6 suy ra u{z) = g(z). Chitng minh tuong tu ta cé v(z) = ¢'(z).
Vay k = h.

.2 (0 =1 0 1 _ -1 0 o
1.15.Tacoa-<1 0 x 1 -1 = 0 -1 /)7 I

Suy ra a*=(-I)*=I. Vay a c6 cip 4.
, (0 1 0 1\ /-1 -1
b_(—l -1) 7 -1 =1 )71 o
, -1 -1 0 1 10
3__ _
b‘( 1 0 )X(—l —1)_(0 1)'

-Vay b ¢6 cp 3. Ta cé
b (0 1Y [0 1) _/11
A1 0 -1 -1, \o0 1}/
Bing quy nap ta chimg minh dugc -

n_ (1 n
(ab) ‘(0 1>
Vay ab cé chp vo han.

Ngugc lai a = (1,1),b = (1,-1) € Z, ® Z la hai phan tif khac
khong ¢6 cap vo han nhung a +b = (0, 0) = e c6 cp hitu han bang 1.

2. Nhém ddi xdng

2.1. Don vi ¢6 cap 1, cac phan tir (12)(34), (13)(24), (14)(23) ¢6 cip
bing 2; tat ca cdc phan tif con lai déu cé cip bing 3.
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2.2. Nhém con X = {(1),(123).(132)} khong chuan tac trong A, vi
voi f = (12)(34) ta co:

fo(123)o f ! = (142) ¢ X.

2.3. K = {id, (12)(34). (13)(24), (14)(23)}.

2.4. Khong, Dg c6 chita nhitng phén tit cip 6, A4 khong ¢6 phan tit
nado cip 6 (xem Bai tap 2.1).

2.5. Gia 51t X 1 mot nhém cap 6.

Néu trong nhém X tdn tai mot phan tit cap 6 thi X 1a mét nhém
xyclic cap 6. vd do dé6 X ding ciu véi nhém Zg.

Bay gis ta xét trudng hop trong nhém X khéng c¢6 phan tit nao
cap 6. Ching ta sé chi ra ring trong X ton tai nhitng phan tit c6 cap
2. nhitng phan tit ¢6 cap 3.

Théat vay, gid sit trong nhém X, nhimg phan £ khac don vi déu
c6 cap bang 3. Ldy a € X, a # .

Lay b ¢ (a). Khi d6 b* ¢ {(a), vi néu b* € {(a) thi b = b' € (a)
(mau thudn). Vay b(a) # (a), b*(a) # (a). Mat khac do s6 16p ghép
trai cia X theo nhém con {(a) bing 2 nén ta ¢6 b*(a) = b(a). Do dé
b*.b° ' € (a). hay la b € (a), trai vdi cach chon b. Diéu nay chitng td
trong nhém X c6 nhitng phan ti cip 2.

Tiép theo ta gid sit trong nhém X, nhitng phan tit khéc don vi déu
c6 cap bang 2. Lay a € X, a # e. Dat

X\(a) = {m,n,p.q}.

Khi d6 m{a), n{(a), p{a), qgla) déu khac {(a). Mit khac do s6 lép ghép
trdi cia nhém X theo nhém con (a) biang 3 nén ¢6n tai it nhit hai lép
ghép trai néi trén la triing nhau, chdng han'm{a) = n{a). Do a,m,n
¢4 cap bing 2 nén ta suy ram = an.n = am. Khi dé {e.a,m,n} I
mot nhém con cdp 4 clia nthém X ¢6 cip bang 6. Dieu nay mau thuin
vdi dinh 1y Lagrange.

Vay trong nhém X ton tai mot phan tir a ¢6 cip 3, mot phin ti b
¢6 cap 2.

Néu ab = ba thi phan ti ab c6 cip bing 6. trai voi gia thiét trong
X khéng cé phan tu cap 6.
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Vay ab # ba. Khi d6

X = {e.a.a.Q,b.ab\ ba}>

Lap bang toan vrén X va so sanh v8i bang todn trén S3 ta suy ra:

X =85,

2.6. Ta c6: Zy X Zy = {0, a.b, c}, trong dé:
0=1(00),a=(1.0),b=(0,1).c=(1,1).

Lay [ € Aut(Zy x Z,) va f # id. Hién nhién f(0) = 0. Do f 13 mét
don chu nén ta c6 f(a) # f(0) = 0. Do do: f(a) € {a,b.c}.
Trusng hop 1: f(a) = a. Khi dé do f 1a m6t don ciu nén ta 6

f(b) # fla) =a, f(b) # f(0) =0.

Do vay f(b) = b hoac f(b) = ¢. Mat khac do [ # id nén f(b) = c. T
dé suy ra f(c) = b. Ta thay anh xa xac dinh nhu trén 13 mot déng
cau. Vay f 1a mot dang cau.
- Trusng hop 2: f(a) = b. Do f1a mot don cAu nén tasuy ra f(b) = a

hoac f(b) = ¢.

Néu f(b) = a thi ta suy ra f(c) = ¢.

Néu f(b) = ¢ thi ta suy ra f(¢) = a.
Trong trudng hap nay ta thu dude hai tu dang cau clia Z, x Zo.

Truong hop 3: f(a) = c¢. Lap luan tudng tu trudng hop 2, ta thu
duge 2 ty ding ciu cva Zs x Z,.

Tom lai Aut(Zy x Z») 1a mot nhém cip 6. Hon nita day 13 nhoém
khéng giao hoan. Do dé, theo Bai tap 2.5, Aut(Z, x Z,) dang chu véi
nhom S;.

2.7. Dat X = {fi. fa, fs. fa. f5, f6}. Ching ta cé thé thit lai duge rang
X 13 mot nhom cap 6. Mat khac ta co:

fafa() = fl ) =1 -~
f'sz(l') = f3(1 — :1:) = 1

l—1zx

TU do6 suy ra fofs # fafs. Vay X 13 mot nhém cap 6 khong giao hoan.
Theo Bai tap 2.5, X ding ciu véi nhém S;.
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2.8. Gi4 sit tdn tai nhém con G cia A, ¢6 cap bing 6. Khi dé theo
Bai tap 2.5. hoac G dang ciu véi nhém Zg. hosc G ding cau véi nhém
Sy.

Mait khac, do moi phan ti ctia A4 déu khong ¢6 cap 6 nén G = S;.
Diéu nay khéng thé xay ra bdi vi trong nhém Ss tdn tai ba phép
chuyén tri c6 cap bing 2, con trong A, c6 ding ba phan tif cip 2 va
khong phai la cac phép chuyén tri:

(12)(34), (13)(24), (14)(23).

Vay nhém A, khong ¢6 nhém con nao cé cip 6.
2.9. Dé thuan 1¢i khi trinh bay, ta ¢ theé gid st * = (1 2 ... 7). Do
mdi p € S, déu la tich clia cac phép chuyén tri nén ta chi can chitng
minh cho trudng hop p la moét phép chuyén tri. Gia sit p = (i j) véi
i <.

Néu 4,5 > r thi plomop=mnla mét r—vong xich.

Néu 7,7 < 7 thi
plomop =(12..G—-1)Fj0E+1D)(E+2)..G-Di(G+1)..7)
14 mét r—vong xich.

Céc truong hop j = r hodc ¢ = r hodc i < r < j duge xét tuong
tur.

2.10. A, la mot nhém cip 12 vdi cac cae phan tif 1a: e, a; = (12)(34),
a; = (13)(24), ay = (14)(23), b, = (123), B2 = (132), by = (124).
b3 = (142), by = (134), b2 = (143), by = (234), b; = (243), trong dé
cac phan tit a,,as, a3 c6 cip bing 2, cac phan 17 by, by, by, by ¢6 cap
bang 3. '

Gia st H 13 mot nhém con bat ky cha Ay. Vi A4 1A mot nhém c6
cip bing 12 nén theo Dinh 1y Lagrange, cAp clia H chi ¢6 thé 1a 1, 2,
3. 4, 6, 12. Theo Bai tap 2.8, cip cia H khdng thé bing 6.

Néu H c6 chp 1 thi H = {e}.

Néu H c6 cap bang 12 thi H = A,.

Néu H c6 cap bang 2 thi H 12 mét nhém xyclic. Khi dé6 H chi ¢6
thé 12 mdt trong ba nhém: (a.), {a,), (as).

Néu H c6 cap bing 3 thi H 1& mot nhém xyclic cip 3. Khi d6 H
chi c6 thé 1a mét trong céc nhém: (by), (ba), (bs), (bs).

Néu H 1a mot nhém cép 4 thi H = {e, a1,a3, a3}
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\
2.11. Goi A la tap cic phép thé chin trong G thi A # 0 vi Id € A.

V6i a,b 1a cac phép thé 1¢ bat ky trong G ta c6 ab™' la phép thé
chan nén ab~! € A,.

V6i ¢, d 15 cac phép thé chin bat ky trong G thi cd ! 1a phép thé
chin va cd™! € A, ‘

Vay tap cac phép thé 18 trong G lap thanh mét 16p ghép theo A
va tap cac phép thé chin trong G lap thanh mot 16p ghép theo A. Do
d6 A 14 nhém con c6 chi s6 2 ciia G.

Khi dé trong G ¢6 su phan 1dp theo 16p ghép trai {A, gA} va su
phan 16p theo 1dp ghép phai {A, Ag}. Tit d6 Ag = gA hay A la nhém
con chuan tic cia G.

2.12. Lap bang nhan cia K, suy ra K la nhém con giao hoén cta S;.
Hon nita, moi phan ti khac don vi ctia K déu c6 cap bing 2. Tir do
suy ra K ding cdu vdi 4—nhém Klein.

Mat khac, véi moi phan tir f cia Sy ta co:

Fo(j)ef 1 =(f(2) £(5))-
Do dé:

fo(12oB4)of! = fo(l2)oflofo(34)of!
= (f(1) f(2))o(f(3) f4)) e K.

Tudng ty
fo(13)0(24)of7! fo(l14)0(23)of'cK.

Tt d6 suy ra K la nhém con chuan tic cua S,.
S4/K 13 nhém cip 6 khong giao hoan, két hop voi Bai tap 2.5. ta
sy ra né dang ciu véi nhém S;.

2.13. Theo Bai tap 2.12, K 13 nhém con chuan tdc cla Sy. Mit khac
vi A, 1a nhém con cta Sy chita K nén K 13 nhém con chudn tic
cua Ay. .

Bdi vi A, 12 nhém chp 12, K 14 nhém con cip 4 nén A,/ K 1a mét
nhém ¢6 cap bing 3. T Dinh ly Lagrange ta suy ra A4/K 1a mot
nhém xyclic, va do dé né dang cAu véi nhém Ca.

2.14. Ta d& dang kiém tra dugc rang f 12 mot déng chu véi
Kerf =e, Imf ={0 € Spt1l o(n+1)=n+1}.
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2.15. Do mbi phép thé déu 1a tich cia nhitng phép chuyén tri nén ta
chi can chdng minh mai phép chuyén tri ddu thudc nhém con X sinh
bai tap {(12). (23), ....(n — 1 n)}. Dé dat dugc diéu nay, ta sé ching
to ring véi mdii cd dinh, k=1,2,...taco (1 i+ k) e X.
Hién nhien véi k=1taco (ii+k)=(i+1) e X.
Gié st ta di c6 (4 i+ k) € X. Khi dé tir déng thite:

(i i+k+1)=(0 kyk k+1)(G@ k)
tasuyra (ti+k+1) € X.
2.16. Dat 0 = (123 .. n), 7 = (12). Ta sé chitng minh bang
phuong phap quy nap hé thic sau:

(i i+1)=0¢""oTog'"
‘Hién nhién hé thite trén dang véi ¢ = 1. Gia sit hé thite trén da ding
véi i > 1. Ta cé:
(i+1i+20 = (12..ii+2i4+3..n)
o(ii+1) = (12...4i+2¢+3..n).
Suyra{(i+1i+2)og =0(ii+1). Do dé:

(i+1i+2)=0c(ii+ 1o ' =00 "oToo! "6 ' =0'or00™".

Vay v8i moi i ta c6 (i 2+ 1) € ({o.7}). T dé theo Bai tap 2.15 ta
suy ra S, = ({o,7}).

2.17.Dat f=(12..n=-1),7={(n—1n). V8 imdi:=1,2,...n-1
ta co;

(in)=frf™

Mat khac véi moi phép chuyén trf (i 7) ta cé:
(i 7) = (i n)(7 n)(i n).

Do d6 moi phép chuyén tri (i j) 1a tich ctia nhitng luy thita ctia f va
7. Vi S, dudc sinh ra tit cac phép chuyén tri nén S, dugce sinh ra bdi
[ var.

2.18. Mbi phan tit cla A4, 1a tich ea mot s6 chdn cac phép chuyén
trf. V4i hai phép chuyén tri khac nhau, ta cé:
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Néu 7 = (i) va 7’ = (kl) doc 1ap vdi nhau thi
' = ik j)(ilj) (i k) (1),
Néu 7 va 7/ khong doc lap véi nhau, 7 = (ij). 7 = (jk). thi
7' = (i7)(7k) = (4ki).

Nhu vay 77’ la tich cia mét s6 hitu han nhimg vong xich do dai
3 va do d6 mdi phan t1t f € A, cing vay. Vay A, sinh bdi cAc vong
xich do dai 3.

2.19. Chang ta luu ¥ rang hai vong xich dac lap thi giao hoan vdi
nhau. Trude hét ta chitng minh bai toin cho trugng hdp o = 0,03, vi
01,07 déc 1ap.

Goi ny.ny 1an lugt 1a cap cha 07.05. Goi d = (ny,n,). Khi dé

nm = dey, ny = dry Vol (23.72) = 1. Ta ¢é [ny.no) = dxyea. Do
0,02 = 050, nén ta ¢o

gI*1t2 = ghr2 gl

Bay gid gid sit o = id. Suy ra of = o5%. Do 7y, 05 doc lap nén ta
suy ra of = g% =id. Do dé ki ny, kimng Suyrak:[n.m] Vaiy
chp cla o bang [n).n).

Bay gio ta gid st rang véi 0y,04....,0,. doc lap, cip cua phan tu
0\0y...a, bang n = [ny, ny....,n,], trong dé n, 1a caip cia phan
o; t=1.2,....r. V8in=r+1tadat f = 0y05...0.. Dooy.....,0,,0,.1
doc lap nén f.o,4; doc lap. Theo chdng minh trén, cdp cia phan (1
fory) bing [n,n,44], trong dé n = [n, Ny, ...,n,]. Vay c¢ip ciia phan
Lt 0105...0,0,41 DADE [N.nyppy] = [ Ny oo e g

3. Nhing mdét ni¥a nhém vao mét nhém
3.1. a) (Z.+).

b) (Q...). trong A6 Q, 1a tap hop cac s6 hitu ty duong.

c) (Q.)).
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3.2. Do M 14 mot vi nhém thod man luat gidn wde nén M cé thé
nhiing vao mat nhém giao hodn A bdi don cau k: M — A clia cic vi
nhém, va cac phan tit ciia 4 dude viét dudi dang

k(m).k(n)™".

Bay giss gia stt f : M — B 13 mat dong ciu gidfa cic vi nhém, trong
dé B 1a mét nhom. Ta xay dung tuong tng f' : A — B nhu sau:

f'(k(m).k(n)™Y) = f(m).f(n) .

Do k 12 mdt don ciu nén ta ¢é thé suy ra f’ 14 m6t 4nh xa. Hon nia
do k va f 14 nhimg ddng ciu nén ta suy ra f' 1a modt déng ciu thod
man f = f ok,

Bay gio ta gid stt g : A — B clng 12 mot déng chu nhém thod man
didu kién f = g o k. Do mdi phan tit cha A déu ¢6 dang k(m).k(n)™!
nén ta co

glk(m)k(n)™") = g(k(m)).g(k(n))™" = f(m).f(n)™".
T d6 suy ra
g(k(myk(n)~") = f'(k(m)k(n)™")

v8i moi m.n € M. Vay g = f'.

4. Tac dong cia mot nhém trén mot tap hgp

4.1. a) Vi g, h.z € G ta c

(9. (h.z)) = (g, (heh™")) = g(hzh™')g™" = (gh)z(gh)™" = (gh.1).

Hon nita: (e,z) = eze™! =z, Vz € G. Vay G la mdt G—tap véi téc

dong bai phép lien hop. Véi x € G, quy dao G dude xéce dinh bdi:
Gz ={(g,2) | g€ G} = {yzg™"' | y € G}

hay quy dao Gz 1a tap hop céc phan tif lien hop véi . Nhém con én
dinh G, la:

G, = {g€Gllgx)=2}={geG|grg”’ =r}
= {9€G|gz=uxg}
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Vay nhém con 6n dinh G, bao gom cac phan tit clia G giao hoan
vai x.

b) Véi g, h,x € G ta cé

(9. (h.z)) = (g. hx) = g(hz) = (gh)r = (gh, ).

Mat khac, v8i moi x thude G ta ¢ (e,z) = exr = z. Vay G la mot
G —tap véi tac dong la phép dai trong G. Véi r € G, quidao Gr la:

Gz ={(9,7) | g€ G} = {9z | g € G}.
Nhém con én dinh G, la
G.={9€GCGl(gr)=a}={9€CG|gr=2z}
4.2. Xét anh xa:

R* x R**!' — R"Y!
(k, (_’L’l.l‘g, ceey CL‘,H_])) = (k.’[?l, kIQ, oy k.T-,H_l)
Hién nhién ta cé
(kika)r = ki(kox)
l.x = =x

vai mol k|, ky € R*,z € R™!. Vay nhém (R”, )tac déong lén R**! bdi
phép nhan vé hudng. Vai mdi phan ti z = (1,29, ... Ty 4, ) € R
qu¥ dao cua r theo R* la:

R*r = {k‘.’l‘ = (kIl,kig,.k.,kIn_’_l) | k 7£ 0}

Vay quy dao clia tac déng nay la mét phuong ctia R7+!,

4.3.a) Vo1 g.h€ G, H &€ Stacé

(g.(h, H)) = (9. (RHR™Y)) = g(hHR")g™" = (gh)H(gh)™' = (gh. H).
Hon nita: (e, H) = eHe ' = H, VH € S. Vay S 13 mot G—tap véi tac
dong da cho.

b) Véi H €.5, qui dao GH cia H la

GH={(9,H) | g€ G} ={gHg' | g€ G}
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T dé suy ra s6 nhém con lién hgp ctta nhém con H bing |GH|. Ta
ch:

\GH| =[G : Gy

trong do

Gy = {9€G|(9.H)=H}={9€G|gHg ' =H}

Vay |GH| =[G : Gy] = [G : Ny]. nghia la s nhém con lién hop véi
1nhém con H bing chi sé ciia cai chuin héa Ny trong G.
4.7. a) Gia sit y € Gz, y = sz v4i phan tif s nao dé thuoc G. Ta
ching t6 réng khi do

G, = $G,s7 1.
That vay. néu g € G, \hi gy = y, hay gsr = sz, do d6 (s 'gs)z = z.
Diéu nay chitng té s~ 'gs thude G, va bdi vay

s'Gys C G, = G, C sGys™.

Tuong ti ta co

sG.s7!' C Gy
Tit d6 suy ra Gy = sG,s7 .

b) Anh xa f:G/G, — Gz cho bdi f(gG,) = gz la mot song anh nén
|Gx| = |G : G,]. Trong irusng hop S hitu han thi S ¢6 sit phan hoach
bdi hitu han quy dao Gz.xz € I, véi I la tip cac dai dién cho cac qii
dao. Va béi vay ta ¢o

151=Y"1Gz| = Y [G: G.l.

el el

4.8. Gia st G tac dong lén chinh né bdi phép lién hop. Khi dé phan
td z thudc tam Z(G) khi va chi khi

rg=gr Vg G s r=grg ' VgeqG.
Diéu nay chiing té quy dao Gr = {2}. Bdi vay, theo Bai tap 4.7 thi

Gl = 1Z(G)| + )_[G : G,]

yeJ
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trong dé J 1a tap céc dai dién cho céc quy dao khac nhau ¢6 nhiéu hon
mot phan tit. Bdi vi |G| va [G : G,]. y € I. déu chia hé( cho p nén
|Z(G)| chia hét cho p, nghia 1 Z(G) # {e}.

Bay gio ta giad st G 1a mot nhém cép p?. Theo Dinh 1y Lagrange,
moi phan tit khac don vi cia G déu cé cip bang p hoic p*.

Néu trong G ton tai mét phan tit ¢6 cap bang p? thi G 1a nhom
xyclic va do dé G 1a nhém aben.

Bay gio ta xét trudng hop trong G khéng c6 phan tit nao 6
cAp bang p’. Theo ching minh trén, do |Z(G)| > 1 nén ton tai
a € Z(G),a # c. Lay b ¢ (a). Ta c6 ab = ba. Vi b c6 cap biug p
va b ¢ (a) nén p? phan

a't’ véii,j ; 0,1,....p— 1.
la phan biét. Va do dé
G ={a'¥ véii,j=0.1..p—1}
V1 ab = ba nén ¢ 1a nhém aben.

Vay moi nhém cip p? déu la nhém aben.

4.9. Gia st G 12 nhém cap 35 tac dong 1én tap X c6 13 phan tit. Khi
dé ta cé:

13=>"|G:G:| (%)

rel
trong d6 I 1a tap céc dai digén cho cac quy dao.

Vi nhém G cé cap bing 35 nén v6i méi r € I, |G : G| chi c6 thé
bang 1, 5, 7 hoac 35. Tir d6 két hop véi dang thite (*), suy ra tdn tai
T, € X sao cho |G : G,,| = 1, nghia 1 7, 12 mot diém cb dinh.

4.10. Gia sit G la nhém cép p” tac dong lén tap X ¢6 m phan ti, véi
m khéng chia hét cho p. Khi dé ta cé:
m=3 |G:G.| ()

rel

" trong dé I 1a tap cdc dai dién cho céc quy dao.

Vi nhém G ¢6 cip bang p™ nén vdi mdi = € I, |G : G| chi c6 thé
biang 1, hoac chia hét.cho p.
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Néu khong ton tai r € 7 saocho |G : G| = 1thitacé |G: G, ' p

véi moi x € I. Két hgp véi ding thitc () ta suy ra: m @ p, trai gia
thiét. Vay ton tai r, € X sao cho |G : G,,| = 1, nghia la z, 1a mot
diém cé dinh.

4.11. Dat X = {aK | a € G}. Xét tuong ving:

HxX — X
(h,aK) +— haK

Ta chitng to rang tuong ng trén khéng phu thuae vao phan tit dai
dien. That vay, gid st aK = bK. Khidé a™'b =k € K. Suy ra

hbK = hakK = haK.

Vay tuong ing trén la mot anh xa. Hon nita, 4nh xa nay xac dinh maot
tac dong cia nhém H 1én tap hop X. Quy dao cua 168p ghép e K = K
dudi tac dong nay la:

H(eK) = {h(eK) | h € H}.

Chi ¥ réing hgp cia cac 18p ghép phan biét cia H(eK) chinh 13 HK.
Bdi vi v6i moi h € H ta c¢6 |hK| = |K| nén ta cé

|HK| = |K|.|H(eK)|.

Ta ¢
|H| = |Hex|.|H(eK)]|

trong do6
Hy={heH|heK=cK=K}={he H|lhe K}=HNK.
Tu dé6 |H.x| = |H|/|H N K|. Vay

|HIIK]

HK| = o
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Chuong IV

VANH VA TRUONG

1. Dinh nghia va vi du

1.4. {a+bv2+¢V3 | a,b,c € Q} khéng lap thanh mot vanh véi phép
cdng va phép nhan théng thudng vi tap hop nay khong dong kin véi
phép nhan.
1.5. {a +b¥2 | a,b € Q} khong lap thanh mét vanh véi phép cong va
phép nhan théong thudng vi né khong déng kin vdi phép nhan.
1.6. T cac tinh chit clia ma tran ta suy ra tip cac ma tran thuc
vudng cap 2 véi dinh thite bing 0 13 mot vanh véi phép cong va phép
nhan cac ma tran theo nghia thong thudng.
1.7. Ta thy (Z, +) 1a mét nhém giao hoan. Hon nita, Z cling véi phép
nhan:

axb=0, VabelZ

la mot nita nhém, déng thai phép nhan phan phéi véi phép céng. Vay
hé dai s6 (Z, +, x) 12 mét vanh, véi phép cong 1a théng thudng, phép
nhan duge cho bdi a x b = 0.

1.8. Gia st R 1a mdt vanh ¢6 don vi. Ta sé chitng minh vél moi
a.b € R, ding thitc a + b = b+ a dudc suy ra tl cac tién dé khac caa
vanh.

Cach 1: Ta khai trién (1 + a)(1 + b) theo hai céch nhu sau:

(I+a)(1+6) = 1+a)l+(1+a)d
= l4+a+b+abd

(1+a).(14+b) = L(1+b)+a(l+b)
= 1+b+a+t+ab
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Do d6
l+a+b+ab=1+b+ a4+ ab.

Vi R la mot nhom véi phép cong nén ta ¢é thé gidn ude ca hai vé,
suvraa+b=>b+a.
Cach 2 : Xét tich: (14 1).(a +b). Ta co:
1+ 1).(a+b) = (1+Da+(1+1)b
= ata+b+b
I+ Dfe+b) = l{a+b)+1(a+bd)
= a+b+a+bd
Vayra+a+b+b=a+b+a+b vadodé:a+b=">b+a.

1.9. Véi M, = (‘“ b‘) M, = (“' bl) € I ta coé:

0 Cy 0 S
A A @ T 02 b — by )
M }JIQ = ( 0 o~ 02) € I
MM, - (a-1a2 a by + blcz) cl
0 C1Cy

Vay I 1a mot vanh con cua M, (R).

1.10. Gia stt 7 1a mot vanh con ctia Z. Khi d6 (I, +) 13 mdt nhém con
cia (Z. +). Do d6 tén tai $6 ty nhién m sao cho I = mZ. Déo lai, néu
I = mZ thita dé thit lai duge rang I 1a vanh con clia Z. Vay cAc vanh
con cha Z c6 dang mnZ. trong d6 m 1a mot s6 tit nhién.

1.11. Zy % Z, khong 1la mot mién nguyén vi trong Z, @ Z, ton tai hai
phan t\ khide ¢6 tich bang 0:

(0.1).(1.0) = (0,0) = 0.
1.12. Ta ¢5 thé thit lai duge ring R = {a + bi | a.b € Q} la mot
trudng con cila trudng cac 6 phitc C, do dé R 1A mot trudng,.

1.13. {a + bv/2 | a,b € Z} la mot mién nguyén, khong la mét trudng
vi trong tap hgp dé c6 nhitng phan tt khong ¢6 nghich déo, ching
han 2.

1.14. Gii st a la mdt wdc cua 0 trong vanh Zg,. Khi 46 ton tai
b€ Zy. b# 0saochoab=0 Dita=7,b=7y Ta cé:

0=ab=1y.
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Do dé xy : 10. Vi a,b # 0 nén r va y déu khéng thd hét cho 10.
Do dé chi ¢6 thé xdy ra hai kha ning sau:

Néuz:2thi y:5 Khidéze {2,468}, 7=05.
Néur:5thh yi2 Khidéz =53¢ {2,4.6,8}.

Vay cac ude cua () trong vanh Z;, 1a: 2,4, 5.6, 8.

1.16. Xét hai phan tit bal ky a,b € R. ta chitng minh ab = ba. Dat
t=a+b Taco

-1 = (a+b —(a+b)
— at—a+b -b+ab+ba
Theo gia thiét ta 6 a* —a, 6> —b. 7> — r € Z(R) nén
ab+ba € Z(R).
Do do

a*b+aba = a(ab+ ba)
= (ab+ba)a = aba + ba’.

T d6 a?b = ba? véi moi b € R. Do d6 a®> € Z(R). Suy ra
a=a’—(a®—a)€ Z(R).

Vay ab = ba véi moi a,b € R, hay R la mét vanh giao hoéan.

1.17. Ro rang A # @, Ching ta dé thit lai ring v8i moi z,y € A ta ¢b
r—1y. r.y € A Cudi cing chiing ta can phai chi ra ring véi moi

r=a+bV2+cVic A 40
thi 27! € A. Didu uay dé dang nhan duoc tit ddng thic:

1 _-’132+y2+22—ry—yz—21
r+y+z 8 +y3 + 2% = 3ayz '

1.18. Gia sit A la mot trudng con cla trirdng 6 hitu ty Q. ta can
chiing minh A = Q. Do A la trudng con ctia Q nén 1 € A. V3i moi sé
nguyén duong n ta cé

n=1+1+4+..4+1€ A
S—_— ———
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. 1 .. 2 . P ,
Tun € Asuy ra —n, — € A. Vdi mdi sé hitu ty L (q # 0) 6 thé
n q
col ¢ > 0. va khi do

1
P p.— € A
q q

Vay Q C A, do d6 Q = A.
1.19. Gia st 1 — ab kha nghich. Dat o = (1 — ab)™'. Ta c6
(1l —aby =1 = bz(l — ab)a = ba
= (1 —ba) + bz (1 — ab)a = 1.
Déin dén

(1 —ba) +bra(l —ba) =1
= (1 — ba)(l + bza) = 1.
= (1 =ba)™' =1+ bra.
Vay (1 — ba) kha nghich va
(1 —ba)™' =1+bza, véi 2= (1—ab)™".

1.20. Tir gid thiét a € R 1a phan tit luy linh nén tén tai s6 nguyén
dusng nsaochoa” =0. Dat u =14+a+a?+ ...+ a*’. Khi do ta ¢6

(I=-a)u=u(l—-a)=1

Vay 1 — a kha nghich.
Néu a luy linh thi —a ciing luy linh. Do d6 1 — (—a) kha nghich,
nghia Ia 1 4+ a kha nghich.

1.21. a) Gia stt a, b € C(R). Khi d6 véi moi r € R ta ¢d
(a—bzrx=ar—bzx = za—urb=ux(a—"b);
(ab)z = a(br) = a(zb) = (az)b = (za)b = xr(ab)
Vay a — b, ab € C(R). do d6 C(?) 14 nidt vanh con cua R.
b) C(M(n,R)) = {al,]| a € R}, trong dé I, }a ma tran don vi cap n.

1.22. a)= b). Ching ta cé thé chitng té ngay duge ring Z, lioén la
mot vanh giao hoan, ¢6 daon vi khac khong.
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Gid st n 1a mot s nguyén té. Dé ching minh Z, 1& mot truong
chiing ta chi can chiing to ring moi phan t khac khong cha Z,, déu
c6 nghich dao. That vay, gid st @ € Z,,, @ # 0, diéu nay ¢4 nghia la a
khong chia hét cho p. Do p 13 mot s6 nguyén t6 nén a vd p nguyén té
cung nhau. Do dé, ton tai cac sb nguyén u va v sao cho

au + pv = 1.

Chuyén qua ldp ta dusc:

Vay @ kha nghich.
b)= c). Hién nhién.

¢)= a). Vi Z, 13 mot mién nguyén nén Z, c6 nhiéu hon mat phan tir,
dodén > 1. Gid st n la mét hop s6. n = a.b, 1 < a.b < n. Khi dé
@. b# 0. ddng thoi

ab=ab=0,

nghia 1a Z,, ¢6 udc clia khang, tral vai gid thiét Z, 1a mét mién nguyén.
Vay n 12 mot sé nguyén td.

1.23. a) Vdi moi z € R ta cé:

b) Véi moi z,y € R ta c6:
z+y=(r+y)? = 22 +ry+yr+
= zrz+aytyr—+y
Do vay zy + yz = 0, suy ra:
TY = —YI = yT.
Vay R 1a mot vanh giao hoéan.
c) Védimoi r € R.x # 0vavdi moi y € R ta cod
Ty = 2y = z(xY).

Vi R khong 6 udc clia khéng nén trong dang thic trén gian ude
x & hai vé ta duge

Ty =Y.
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Vay r 1a phan tit don vi ciia R. Trong trudng hop nay vanh R chi
c6 hai phan tir 13 0 va don vi e.

2. Idéan, vanh thuong

2.1. Gia st I 1a idéan cta Z. Khi d6 (I,+) 12 mdt nhém con cua
(Z,+). Do dé toén tai s6 tu nhién m sao cho I = mZ. Dao lai. néu
I = mZ thi ta dé thi lai duge rang [ 1a idéan ciia Z. Vay cac idéan
cua Z ¢6 dang mZ, trong dé m 1a mat s6 tir nhién.

2.2. Gid stt 7 13 idéan cia Q. Néu J #0 thitontai r € 1. x # 0. Ta
cd6r'eQ rel. dodéol=urax '€l Suyral=Q. Vay cic idéan
cua Q 1a 0 va Q.

2.5.Rorang0e A. Véia,b € A tacona=nb=0,dodd
nfa—b=na—nb=0-0=0.

Vay a — b e A.
Bay gid giad sit a € A va z € R bat ky. Khi do ta c6

n(ax) = (na)e =0, n(za) = z(na) =0

Vay ar.za € A, tit d6 suy ra A la mot idéan cna R.

2.6. Ta c6 Z = mZ + nZ khi va chi khi 1 € mZ + nZ. Diéu nay xay
ra khi va chi khi ton tai nhitng s6 nguyén u, v sao cho

1 = mu + nv,

nghia 13 m vA n nguyén té cung nhau.

2.7. Hién nhién ta c¢6 IJ C I N.J. LAy r bat ky thuse 7 N .J. Do
leR=1+J
nén ton téi uel, ve Jsaochol =u+ v. Khidé ta cé:
r=lz={(u+v)r=ur+vr=ur+zvell

TrdosuyralnNJ ClJ.vadoddé: IJ=1INJ
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2.8.a)Doe#0néntacon>1 Giasitn =pgq, véi p.g > 1. Khidé
ta co

(pe)(ge) =(e+e+..+e).(e+e+ .. +e)=¢e+e+.. +te=ne=0
g g ) A

N\ —

p lan g lAn n lin

Do R 13 m6t mién nguyén nén pe = 0 hoac ge = 0. Diéu nay trai
v4i gia thiét n 14 cAp cila phan tif e trong nhém céng R. Vay n 1a mot
sb nguyeén tb.

b) Gia st r € R, = # 0. Khi dé ta ¢6

nr = z4+r+.+r=er+ex+..+ex=(e+e+..+e)a
N, v e N, V. - N — o
n lan n lan n lin
= (ne)r=20

Gia st & 13 $6 nguyén sao cho kx = 0. Khi db

0 = kx=z+z+. . 4+x=ex+ex+..+ez=(ete+..+e)x

— N 7/

k lan k lan & lan
= (ke)z
Do R 1a mot mién nguyén va z # 0 nén ta c6 ke = 0, tit d6 suy ra
'k chia hét cho n. Vay cap clia phan tit x bang n.
c¢) Ta dé thit lai duge ring mR = {mz | £ € R} la idéan cha R.

d) Néu m 1a bdi cia n thy m = ng. Khi dé véi moi 2 € R ta co

(ge)(ne) = (e+e+..4+e).(ete+...+e)=et+e+..+e
N\, — 7\ o N—— ~
g )an n lan m lin
= me=0.

Do d6 mR =0, tit d6 suy ra R/mR = R,

Khi m khong chia hét cho n, do n 1a mét s nguyén té thi m
va n nguyén {6 cling nhau. do dé tén tai cac sb nguyén u, v sao cho
mu +nv = 1. Do dé vdi moi 2 € R ta ¢o

z = r{(mu + nv) = m{xu) + n(zv) = m(zu) € mR.

Do dé R =mR, tu d6 suy ra R/mR = {0}.
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2.10. Do idéan 0 13 idéan nguyén t6 nén R 13 mét mién nguyén. Xét
mdt phan tt a € R, a # 0.

Theo gi4 thiét a?R 13 mot idéan nguyén tb va do a.a € a?R nén ta
c6 a € a®?R. Tit d6 suy ra tdn tai r € R sao cho a = a’r. Do R |3 mét
mién nguyén nén ta c6 ar = 1. Diéu ndy chiing 16 a kha nghich, va do
dé R la mdt trucng.

2.11. Goi I' 1a tap hgp tat cd cic idéan thye sit cia R chita 1. Khi d6
I' 15 mot tap khac @ vi 7 € [. Goi L 13 mdt day chuyén ting cua I' (I
dudc sip xép theo quan hé bao ham) va dat

J=UA A€l

Cé thé ching minh dude ring hgp clia nhitng day tang nhing idéan
thuc su cua R lai la mot idéan thuc sy ciia R nén J € I'. Khi dé theo
B6 dé Zorn. I' ¢6 phan i tdi dai M. D6 chinh la idéan téi dai cna R
chida /. .

2.12. Do a € I? 1a phan tit khong kha nghich nén (a) 1a idéan thyc sy
cia R. Theo Bai tap 2.11, tén tai idéan téi dai M cia R chia (a), do
dé M chua a.

2.13. Gia st 1 la idéan t6i dai clia Z. Theo Bai tap 2.1, ton tai s6 ty
nhién n sao cho I = nZ. Do I la idéan thuc syt cia Z nén n # 0, 1.
Goi g 1a mot wde bat ky ctia n. Ta ¢6 gZ 1a idéan clia Z chia 1. Do ]
I3 idéan téi dai cia Z nén qZ = Z hosc ¢Z = I. T déd suy ra g = 1
hodc g = n. Vay n 13 s6 nguyén td.

Dao lai, gid sit I = pZ 1a mot s6 nguyén t6. Khi dé ta ¢6 I la idéan
thuc sy cia Z. Gia sit M 13 idéan cia Z chita 7. Theo Bai tap 2.1, ton
tai 86 tu nhién m sao cho M = mZ. T bao ham

I=pZ Cc M=mZ

suy ra p € mZ, va do d6 p : m. Do p 1a 6 nguyén t6 nén m = 1 hoac
m = p, nghia 13 M = Z hoac M = I. Vay [ 1a idean tbi dai cia Z.

2.14. Gia st P la idean nguyen té va A 1a idéan cha R sao cho P G A.
Khi d6 tén taiz € A, r ¢ P, n € N* sao cho 2" = z. T d6

("' —1)=1"~z=0€P.
Dox¢g Pnenz"'—1€ P suyraz"' —-1€ A Doz € Anén

l=z"'— ("'~ 1) e A
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Tir d6 suy ra: A = R va do d6 P la idéan tdi dai.
2.15. Dé thit lai ring R x S 12 mdt vanh. Hon nita, néu A va B tuong

ing 1a nhing idéan cia R va S thi X = A x B clng la mot idéan clia
vanh It x S.

Nguoce lai, gia sit X 1a mot idéan cia R x S. Ta ching minh:
X = A x B, v6i A va B lan lugt la nhing idéan ctia R va S.

That vay, dat:

A={a€R|(a,0) € X}
B={be S| (0,b) € X}.

Ta chitng minh A la idéan ciia R. That vay, véi moi a,a’ € A ta co:
(a.0), (a',0) € X. Do do

(a —da'.0) = (a,0) — (', 0) € X,
suy ra ¢ —a’' € A. Hon nita, véi moi r € R ta cé:
(ra,0) = (r,0).(a,0) € X,

do dé ra € A.
Tuong tu: ar € A. Vay A la mét idéan cia E.

Chitng minh tuong ty ta dudge B la idéan cia S. Dé két thic ching
minh ta sé chira X = A x B. That vay, néu (r,s) € X thi

(r,0) = (r.8).(1,0) € X va (0,s8) = (r.5).(0.1) € X.

Suyrar€ A, s € B,vadodo (r,s) € Ax B, hay X C A x B.
Néu (a.b) € A x B thi

(a,b) = {a,0) + (0,b) € X.

Vay Ax BC X vadodé X = A x B.

2.16. Ro rang 0 € N(R). Gia sit a,b € N{R). Khi d6 ton tai cac sb
nguyén duong m.n sao cho

(1771 — O, b", —_ 0.
Khi dé theo cong thite khai trién Niuton ta ¢6 (a — )™ = 0, tifc 1

a—be N(R).
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Gia sit z € R.a € N(R). Khi d6 ton tai m € N* sao cho ¢™ = 0.

Tu do
(()/_’L'),” — an'”/L\"L — OA:I“"! = 0’

vh do d6 axr € N(R). Nhitng diéu nay ching t6 N(R) 1a mét idean
cua R. '
b) Gia sut 7 € N[R/N(R)], khi dé6 ton tai sd nguyén duong m sao cho
7 = 0. nghia 1a 7™ € N(R). Do dé. tén tai s6 nguyén ducng n sao
cho (r™)" = 0, hay r™ = 0. Vay r € N(R), hay 7 = 0.
c) Gid st @ € N(R). Khi d6 tdn tai m € N* sao cho a™ = 0. Néu P
la idéan nguyén td thi tit @™ € P suy ra a € P. Diéu nay ching to
N(R) la tap con clia giao céc idéan nguyén tb caa R.

Bay gid gid su ngude lai a ¢ N(R). Ta sé chiing 6 rang ton tai
mot idéan nguyén té Q khong chia a. Dat

S={a" | neN}

va goi [ la tap cac idéan cia R ma khong giao véi S. Vi a ¢ N(R)
nén a" # 0, Vn>0nén 0 eI
Goi L 1a mot day chuyén téng cia I' (T duge sdp xép theo quan
hé bao ham) va dat
J=UA AelL.

Cé thé chitng minh duge rang hop clla nhitng day ting nhitng idéan
ciia R lai 1a mot idéan cua R nén J la idéan cua R. Mat khac véi mdi
A € L. A khoéng giao vdi S. Do d6 J cung khdng giao véi S. Vay
J € T'. nghia 1a J 1a m&t chan trén cfia day chuyén L. Theo BS dé
Zorn. I" ¢6 phan t t8i dai Q. Ta ¢6 thé chidng minh dude @ la mot
idéan nguyén t6 cuia R va hién nhién a ¢ Q. Vay N(R) 12 giao cha tat
cA céc idéan nguvén to cla R.

2.17. a)= ¢). Néua € Pthil+a ¢ I°. Do d6 1 + a khong sinh ra
mot idéan thye sit cla P, hay 1 + a kha nghich.

¢)=> b). Xét phan tit a € R. Néu a € P thi a khong kha nghich. Néu
a ¢ P thido R/P 1A mot triudng nén ton tai b ¢ P sao cho

(a+ PYb+DP)=1+P.
Thxdéab=1+2x véix € P. Do 1 4+ x kha nghich nén a cing kha

nghich. Vay P 1a tap hop cac phan 11t khong kha nghich cha R.
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b)=> a). Gia stt P 1 idéan gdm tat c cac phan t khong kha nghich
cia R. Khi dé do khéng cé idéan thiye sy nao chita phan tit kha nghich
nén moi idéan thuc sy cia R déu ndm trong P, hay R l1a mot vanh
dia phuong.

2.18. a)= b). Gia st R chi ¢6 mot idéan t5i dai duy nhat M. Khi dé
tap hap M cac phan tit khong kha nghich chia 12 1a mot idéan ciia R
(theo Bai tap 2. 17.)

b)= a). Gia sit tap M céac phan tit khéng kha nghich cia R 1a mot
idéan ciia R. R rang M 1 idéan t6i dai cla R.

Gia st M’ 1a mot idéan téi dai bat ky ciia R. Khi dé theo Bai tap
2.17, tacé M’ C M. Tu dé suy ra M’ = M, nghia 1a R chi ¢6 mot
idéan t6i dai duy nhat.

2.19. a) Ta dé& thiy T = r + p"Z khéng kha nghich trong Z,. khi va
chi khi p | . Do d6 tap cac phin ti khong kha nghich P cta Z,- la
P={pt+p"Z|teZ}

Tht d6 suy ra P la mét idéan cia vanh Z,., do dé theo Bai tap 2. 17,
Zyn 1a mét vanh dia phuong.

Ching ta thiy tip hop céc phan tit khong kha nghich clia vanh
Zg la

7

0,2,3,4.
cua Zg. Do d6 Zg khong 1a mot vanh

Tap hop nay khong 1a mot idéan
dia phuong.
b) Trude hét ta dé chi ra duge radng Z,y la mot vanh con cta Q. Sau
do6 ta ¢6 the chi ra duge rang phan tit — khong kha nghich trong Z,
s

khi va chi khi p | r.

T d6 ta suy ra tap cac phan tit khong kha nghich cta Z ;) 1a mot
idéan cila né, do dé Z, la mot vanh dia phuong.
¢) Do R la mot vanh dia phuong nén J(R) 1a mot idéan cua R. Do
vay R/J(R) 1a mot vanh giao hoan, ¢6 don vi. Ta con phai chi ra ring
moi phan tf T € R/J(R), T # 0 déu kha nghich.

That vay ta c6 7 ¢ J(R), do d6 x kha nghich. Do vay tén taiy € R
sao cho ry =1. T désuyraz ! =7,
d) Theo gia thiét R/N(R) 1a mot truong nén N(R) 1a mét idean 16i
dai cua R.
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Véi mdéi phan tit a € N(R). theo Bai tap 1. 20 ta c6 1 + a khd
nghich. Két hgp véi Bai 2. 17 ta suy ra R 13 mét vanh dia phuong.

2.20. Gia st / 1a mot idéan khéc khong cia vanh M,(F) va

a b
A—(c d),AEI.

Khong méit tinh chit tdng quit ta c6 thé gid st a # 0. Khi d6, véi

Go)-=6Go) o6
6969 ()¢
ERENENT
L) (0 0) (o o)er

Vi mdi phan tir cia R déu la tong clia bén phan tit c6 dang tren
nén moi phan tt cia R déu thuode I, va do d6 I = R.

o8l

ow]

O

N N
m
b

7N
o O
~ O
N’
I
TN
e}

3. Péng ciu vanh

3.1. Xét phép chiéu ty nhién

p:Z — Zs
k — k

Gia st n la mét nghiém cna phuong trinh da cho trong Z. Khi d6
trong Zs ta cé ding thitc:
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Nhu vay 77 14 mot nghiém ctia phuong trinh

2z -2=0.

n® —n — 2 # 0. Vay phuong trinh trén khéng c6 nghiém trong Z.

3.2. a) Trude hét ta c6 0 = f(0) € f(I). Gid stt &’ &' € f(/). Khi dé
ton tai a,b € R sao cho

d = fla), ¥ = f(b).

Nhu vay :
¢ = b = fla)— f(b) = fla—b) e L

Gidsta' = f(a) € f(I), acIvaye S Viflatoan chu nén ton tai
z € Rsaocho f(z) =y Khidé

a’y = f(a)f(x) = flaz) € f(I),

Tuong tu ya' € f(I). Vay f(J) 1a mot idean cha S.

Néu f khong 1a toan chu thi khang dinh tren khéng con dang.
Chang han xét phép nhing ty nhién tit vanh s6 nguyén Z vao trudng
sb hiru ty Q,

i:Z — Q

n — n

Z 1a mot idéan clia Z nhung i(Z) = Z khong la mot idéan ctua Q.

b) Ta da biét néu P la idéan cia S thl f~1(P) la idéan cia R. Bay
gid gia st P 14 idéan nguyén té cia S, ta chimg minh Q = f~1(P) Ia
ideéan nguyén t6 cia R. That vay véi z.y € R sao cho zy € Q. Khi d6

@) fly) = flzy) € P.

Do P la idéan nguyén td nén hodc f(z) € P hoac f(y) € P. Tu d6
T € Q hodc y € Q. Diéu nay ching t6 Q = f~!}(P) la idéan nguyén tb
cna S.

Néu P la idéan t6i dai cia S thi khong thé két lnan f~'(P) 1a
idéan t&i dai cla R. Ching han ching ta vin xét phép nhing ti nhién

i:7 — Q.



Ta ¢6 0 12 idéan t6i dai cia Q nhung i~!(0) = 0 khong 1 idéan téi dai

cua Z.

3.4. Do R 1a mot vanh Boole nén ta c6 a®* =a (%) véi moi @ € R/P.
Mat khiac do P I idéan nguyén té cia R nén R/P la mét mién

nguyén. Do dé v8i moi @ € R/P, tit dang thitc (*) ta suy ra @ = 0

hoac @ = 1. Do d6 R/P la mot truong. Vay P la idéan téi dai va

R/P =17,

3.5. Ta dé dang kiém tra duge ring S 1a vanh con cia M,(R). Hon
nita 4nh xa

p:S — C

a b .
(—b a) — a+ b
la mot ding cAu vanh.

. -21004 0
Dua vao dang clu ¢, ching ta tinh duge: M = ( 0 21004) .

3.6. Ta dé kidm tra dugce ring A 13 mot idéan cia R. Hon nita 4nh xa

p:R — SxS§
.

Kery = A.

14 mét toan ciu c6

Tu d6 suy ra: R/A= S x S.
3.8. Xét tuong \ing

@ Ly — L
k+nZ — k+mZ

Do m 13 mét uéce ciia n nén ¢ 14 mot 4nh xa, -Hon nita ¢ con 1a mot
toan cAu vanh. Ta cé:

Kerp = {k+nZ|k+mZ=mZ}
= {k+nZ | m|k} = mZ,.

Vay A = mZ,.
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3.9. Gia sit-] 1a mot idean bat ky cta Z, = Z/nZ. Khi 46 T = J/nZ.
trong dé J la mot idéan cua Z chita nZ. Theo Bai tap 2.1, J ¢6 dang
mZ, m € N, Vi nZ C J = mZ nén n chia hét cho m. Vay moi idéan
cta Z, déu c6 dang mZ, v8i m| n. Ta c6 idéan mZ, |a idéan téi dai
khi va chi khi Z,/mZ,;, la mot trudng. Xét déng ciu vanh

¢ Ly — Lp

r+nZ — zx+mZ
Dé& thay ¢ 1a mot toan cAu, hon nita

Kerg = mZ,.
Theo dinh 1§ déng ciu ta c¢é
Zn/Kerp = Zpy/mZy = Uiy

Do d6 mZ, la mét idéan t6i dai trong Zy, khi va ch1 khi Z,, 1a mot
trudng, hay m 1a mot wdc nguyén t6 cna n.

3.10. Gia st ¢ : Q — Z la mot déng chu vanh. Gid st (1) = m € Z.
Khi dé v6i moi s6 nguyén duong n ta co

1 1 1 1 1 1
m=p(l)= w(ﬁ ot ;){— w(z)ﬂu(;)qu +p(2

n lin n lan

Do dé go(%) = %1— V381 moi s6 nguyén dudng n ta cé 99(%) € Z, do
vay —Tg € Z v8i moi n € Z. Tt d6 suy ra m = 0, va do vay ¢ = 0.
3.11. Gid sit f : Z — Z la mat ty dong cdu. Khi dé ta 6

f(1) = f(1).f(2).

Suy ra f(1) = a v6i a = 0 hodc a = 1. V4i moi s6 nguyén duong n ta
co

fln)=fQA+1+. .+ =Ff1)+f(1)+..+ f(1) =na

n lan u‘l’ﬁn

Véi moi sb nguyén am n ta cb

f(n) = —f(=n) = —(-n.a) = na

4

197



Tém lai f(n) = na v6i moi n € Z.
Vayvia=0tacéd f=0,v6ia=1tacd f=1dz.

3.12. Gia stt ¢ : Z[v2] — Z[V2] 12 mét ty dong cAu vanh. Ta cé

e(1) = (1).0(1),

do dé p(1) = 0 hosic p(1) = 1. Néu (1) = 0 thi ta dé dang suy ra
duge @ =

Néu (1) = 1 thl véi mei a € Z ta c6 ¢(a) = a. T dé, véi moi
r=a+b/2¢Z [f] ta c6

w(z) = p(a) + p(b).p(V2) = a + bp(V2)
Mat khac
2 = 0(2) = p(V2).0(V)

nén ¢(v2) = V2 hoac p(v2) = —v2.

Néu ©(v/2) = /2 thi vdi moi z € Z[V2] ta c6 (z) = z. Vay ¢ la
tit ddng chu ddng nhit.

Néu p(v/2) = —v/2 thi v8i moi x = a + bv/2 € Z[V2] ta c6
e(r) = a - bv2

Do d6 ¢ 13 anh xa lién hop cta Z[v/2).

3.13. Z[i] c6 ba tu ddng ciu vanh la cac tu dong ciu khong, ty déng
chu dong nhat va ty déng cau lien hgp.

3.14. Q[v/2] ¢6 ba ty déng ciu vanh la cic ty dong ciu khong, tu
ddng chu dong nhét va ty déng ciu lign hgp.

3.15. Gia su f 7 - ZIO Ia mot déng céu vanh. Dat f(].) =ae ZIO-
Ta c6

a=f(1)=f(1).f(1) =aa.

Do dé a? — ¢ * 10. Mit khac do a% — ¢ ludn 13 mot s6 chdn nén
a? — a : 10 khi va chi khi n6 chia hét cho 5. Do vay

I |

0, 1, 5, 6
Tit d6 suy ra c6 bdn

6n Au vanh tit Z dén Z,y 1a céc déng chu
f(n) = na, véi a = 0.

déng ci
1, 5. 6.
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3.16. Gid stt f : Z;5 — Zs3 1a mot dong cAu vanh. Dat f(1) = a € Zs.
Ta ¢cd

a=f(1)=f(1).f(1) =aa
Dodéa>—a:3. Dovaya=0, 1.
Véi @ = 0 ta suy ra f la dong cu khong.
V6id=1tacd f(n+ 15Z) =n + 3Z véi moi n € Z.

3.18. Gia stt [ : Z; — Z, 12 mot déng cau vanh. Dat f(1) = @ € Z,.
Ta ¢6 '

Do d6 7a : 4. Vay a : 4, nghia la @ = 0. T dé suy ra f la déng ciu
khéng.

3.19. End(Z, x Z,) c6 6 phan ti, day la vanh khong giao hoan.

3.20. Chiing ta dé kiém tra dude ring (R, @, o) 14 mdt vanh. Hon nia
anh xa

f:(R9®‘o) - (R3+’)
ro— 41

la mét ddng cAu vanh.

3.21.a) Dua vao céc tién dé cGa mot vanh, ta ¢d thé thit lai duge
rang S ciing véi ai phép toian da cho lap thanh mot vanh ¢6 don vi
13 (0,1).

b) Dé théy 0= (0,0) € A. Gid st (T],TZ]), (TQ,ng) e A. Véi rn01 r€R
ta cé
"I +mz="rx+nx=0.

Do do

(ri —r)z+ (ny —nz)z = (rz+nmx) — (r2z + nyx)
= 0-0=0

véi moi x € R. Vay (ry —ra,my —ny) € A, hay (r,ny) — (r2,n2) € A,
Lay (r,n) bat ky thusc A, (s, k) bat ky thude S ta cé:

(r.n)(s, k) = (rs + kr + ns, nk).
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V6i moi r € R ta cé: rz + nx = 0. Do dé:

(rs +kr + ns)e + (nk)x = (rs)z + (kr)z + (ns)z + (nk)x

= 7(sz)+ n(sz) + k(rz) + k(nz)
[r(sz) + n(sz)] + k(rz + nz)
= 0+4k0=0

(Cha ¢ rang do (r.n) € A nén ta c6 r(sr) + n(sr) = 0). Vay
(r.n)(s,k) € A. Chimg minh tuong tu ta c6 (s.k)(r.n) € A. Vay
A la idéan cna S.

¢) Do S la vanh c¢6 don vi 1a (0, 1) nén vanh thuong S/A cé6 don vi la
(0.1) + A. Xét 4nh xa
wi:R — S/A
r o— (r.0)+ A

Ta dé thit lai ring ¢ 1& mot dong ciu. Bay gid ta xac dinh Kerip. Lay
r € Kerg. Khi d6 (r,0) € A. Tt dé véi e € R ta cod

re+0e=0=r=0.

Vay  la mat don chu, do dé6 S/A chia vanh con Imy déng chu véi R.

d) LAy a.b e S/Asaocho ab=0. Gidstta = (r.n)+ A.b = (s, k) + A.
Ta cé:
ab= (rs+kr+ns,nk)+A=0

Suy ra (rs + kr + ns,nk) € A. Do dé, v8i ¢ € R ta cé:
(rs+ kr +ns)e+ (nkle =0
= (rs)e + (kr)e + (ns)e + (nk)e =0
= (re)(se) + (ke)(re) + (ne)(se) + (ne)(ke) =0
= (re+ ne)(se + ke) = 0.
Do R khong c6 wéc cua khoéng nén re + ne = 0 hodc se + ke = 0.
Néu re + ne = 0 thi véi moi = € R ta cé:
re + nr =r(er) +nler) = (re + ne)z = 0x = 0.

Viy (r,n) € A.
Tuong tu néu se + ke = 0 thi ta cling suy ra (s, k) € A. Vay S/A
la vanh khéng ¢é udc cia khong.
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3.22. Chung ta dé& thit lai ring R x Z la mot, vanh, ¢é don vi la phan
ti (0,1). Hon nita, anh xa
f:R — RxZ
ro— (r,0)

con 1a mot don chu vanh. Do dé R dang chu véi vanh con Imjf cta
vanh R x Z.

Chu y. Bai tap nay chitng té ring moi vanh ¢6 thé nhiing dugc
vao mét vanh ¢é don vi.

3.23. a) Gida st f : Q — Q 12 mot ty dong ciu. Ta ¢6

) = fF(11) = £(1).F(1)

Do d6 f(1) = 0 hoac f(1) = 1.
Néu f(1) = 0 thi véi moi r € Q ta cé

flr) = fr1) = f(r).f(1) =0

nghia 1 f la déng cAu khong.
Néu f(1) = 1 thi ta d& chi ra dudc rang f(n) = n véi moi n € Z.
Véi g € Z* ta cb

NP N |

L=1) = fle) = H@-F() = af()

Suy ra f(l) = l Do dé6 véi moi 86 hia ty 7 = P ta cor
q q q

f =t = 10 h = sy = 1w
q q q

=T

3=

Vay f la ty dong cAu dong nhit cia Q.

Tém lai ¢6 hai ty déng ciu clia Q 1a déng cau khong va tu dong
cdu dong nhét.
b) Ching minh nhu cau a) ta ciing ¢6, néu f : R — R 1a mét dong
ciu thi f(1) = 0 hoac f(1) = 1.

Néu f(1) = 0 thi ta cung suy ra duge f 1a déng ciu khéng.

Néu f(1) = 1 thi ta cé f(a) = a véi moi a € Q.
Ta thiy rang néu r 1a mét s6 thuc dwong thi f(r) > 0. That vay ta co

fFlr)y = f(Vr/ry = [f(Vr)] = 0.
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Bay gio gia sit r 1a mot sé thuce tuy ¥ sao cho f(r) # r. Do tinh tru -
mat khip noi cla trudng sb hitu ty Q trong R nén tén tai sb hitu ty
g sao cho

r<gq< f(r) (1)
hodc

flry<g<r (2).
Néu (1) x4y ra thi ¢ —r > 0. Do dé

flg=7)=flg) = f(r) 2 0= q < f(r)

Diéu nay mau thudn véi (1).
Néu (2) x4y ra thir — ¢ > 0, do dé

fr—q¢)=f(r)—fl@)>0= f(r)<gq

diédu nay mau thuan véi (2).
Vay véi moi r € R ta c6 f(r) = r, nghia la f 12 4nh xa ddng nhét.
Tém lai tap hop cac ty déng cau cla R 1a {0,idr}.

c) Gia stt f : C — C 1a m6t ty déng chu sao cho f(a) = a vdi moi
a € R. Khi dé v8i moi s thyuc z = a + bi ta c6:

f(2) = fla)+ £(b).f(2) = a+ bf(3).
Mat khac ta cé:
—1=f(-1) = f(2.4) = f(2).f(3)
Do dé6 f(z) = ¢ hodc f(i) = —i.

Néu f(i) = i thl f Ia anh xa déng nhit cia C. Néu f(i) = —i thi
f 1a 4nh xa lién hgp caa C.

3.24. Gia st f : Q({‘/ﬁ)_—» Q(v/2). Tu

F) =711 = £(1).£(1)
ta suy ra f(1) = 0 hozc f(1) = 1.
Néu f(1) = 0 thi f 1a dong cau khéng.
Néu f(1) = 1 thi f(r) = r véi moi r € Q. Do dé véi mei

T=a+bV2+cv4eQ(V2)
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ta co
f(x) = a+bf(V2) + cf(V4).

Mit khac, ta c6: 2 = f(2) = [f(¥2)]B. Do d6 f(¥/2) la mdt can
bic ba cha 2 (gom c6 mot gia tri thuc va hai gia tri phice). Béi vi
F(¥2) € Q(¥/2) 1a mot sb thue nén f(/2) = /2. Tit dé suy ra f la
tir ddng ciu dong nhét cia Q(v/2).

Tém lai che tir ddng chu clia Q(v/2) 1a {0, idg 3y}
3.26. a) Chung ta d& thit Jai duge ring Q(v/d) 1a mét trudng con ciia
trudng sb thue R, v d = 7.11.
b) Gia st tén tai mot ding chu vanh f : Q(v/11) — Q(v/7). Khi dé
chiing ta suy ra f(1) =1, va do dé f(11) = 11. Ta ¢6

11 = f(11) = [f(VID)}.

Do dé f(v/11) = +1/11. Diéu ndy mau thudn vi V11 ¢ Q(V/7).

3.27. a) Gid st X la vanh ¢6 p phan t& vé8i don vi 1a e. Khi d6 nhém
(X.+) 13 mot nhém c6 cip nguyén td nén nd 1a nhém xyclic sinh bédi
mot phan tir bat ky khac khong. Béi vay

X = {6) = {0,e,2,.(p — Ve
vdi pe = 0 va e? = 1. Tir d6 ¢6 thé suy ra anh xa

f:Z, - X
k — ke

12 mét dang ciu vanh. Vay Z, = X

b) Néu m khong la nguyén td thi m = my.m, vdi 1 < my, my < m.
Gid st (my.my) > 1. Khi dé Z,,, va Zy,, X Zm, 14 hai vanh ¢6 ciing m
phan tif nhung khong dang ciu vi ta thay nhém cong cla Z,, 12 nhém
xyclic nhung nhém céng cla Z,,, x Z,, khong xyclic.

3.29. a) Tu tinh chat phan phéi gita phép cong va phép nhan trong
vanh R ta suy ra h, 1A mét ty dong cAu nhém ctia nhém cong
aben R.

b) V6i moi a.b,z € R ta cb

(ha + ho)(2) = ha(z) + ho(z) = a.z + b = (a + b)z = hoyy(2); -
(hq 0 hp)(x) ho(ho(z)) = he(b.z) = a.(b.x) = (a.b).x = hap(zx).
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Tu doé suy rs

h-a + hh = }LG.H,, h,u o hh = h'ab-
Vay h la mot ddng cau vanh.
¢) Tacod

Kerh = {a € R |-h, =0}
{a€ R| ho(x)=0 Vre R}
= {¢€R|ax=0 VreR}

Néu R ¢6 don vi 1a 1 thi véi a € Kerh ta suy ra a.1 = 0, nghia 1a
a= 0. Vay Ker h = 0, va do dé6 h 12 mot don cau.
3.30. Xét tuong uing

f:X/A — Y/B
r+A — f(x)+ B

Tuong ting trén la mot anh xa. That vay, gid stz + A =+’ + A. Khi
d6xr—a"€ A vadodod
f@)— f&') = fz — ') € f(A) C B.
Bdi viy f(2) + B = f(«') + B. Ching ta d& thit lai ring f 13 mot

déng cAu vanh. Mit khac ta co:

fop(r) = f(p(x)) = f(z + A)
= fle)+B=p(f(zx))=p"o f(z).
Vay f 1a déng cAu thod man fop =yp o f.

Bay gid gia st ¢ : X/A — Y/B la dong céu sao cho gop =p'o f.
Khi do ta ¢é:

ple + A) = mp) =
= (fop)a)

(pop)(z)=(p o f)z)
= f(p( )— flz+ A

Vay ¢ = f.

Ta ciing ¢6 thé 1ap luan nhu sau: Ta c6

pop=pof=fop
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Do p 1a mot toan anh nén gian wdc cho p ta duge ¢ = f. Diéu dé cho
ta tinh duy nhéat cla f.

3.31. a) Chiing ta dé thit dudc p 12 mét ddng ciu vanh.
b) Gia sit p 12 mat toan ciu. Khi dé méi cap (z+1, y+J), véiz,y € R
déu ton taj phan tit a € R sao cho
pla)=(z+1, y+J)
Khi d6 ta c6
a—z=u€l, y—a=ve
Bay gid chon y = r + 1 ta cé:

utv=y—z=1

vaidodélel+J,ttdosuyra R=1+J.

Déolal, nfu R=I+Jthitontaiu € I. v€ Jsaocho 1l =u+v.
Lay phan tit bat ky (z+1,y+J) thuoec (R/I)x(R/J) . Dat a = zv+yu.
Ta cé:

r—a = z(l-v)—yu
= zu—yu=(r—yuel

Tt dé £+ 1 = a+ I. Hoan toan tuong ty ta cé y+J = a+ J. Didu

nay ching t6
pla) = (z+ I, y+ J).
Vay p la mét toan chu,

¢) Md rong: Gia st Iy, I, ..., I,,, v6i n > 2, 1a nhitng idéan ciia R. Khi
dé anh xa

p: R — kﬁ'(R/Ik)
a — (a-+—]k)

la mot toan ciu khi va chikhi véi moi 1 <i# j < ntacé: ;+I, = R.
3.32. Xét anh xa

fiR = (R/A)x (R/B)
r — (z+Azxz+DB)
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Theo Bai tap 3.31 ta c6 f 1a mot toan ciu vanh. Hon nita
reKerf & (z+ Az+ B)=1(0,0)
& re ANB.
Vay Kerf = AN B.
Mait khac do A+ B = R néu theo Bai tap 2.7tacé: ANB = AB.
Tt do theo dinh 1y dong cau vanh ta ¢é

R/AB = (R/A) x (R/B).

3.33. a) = b) Gid st tén tai dong chu h: R — Y saochog=ho f.
Khi dé véi moi « € Kerf ta co

g(z) = h(f(z)) = h(0) =0
do dé T € Kerg. Vay Ker f C Kerg.
b) = a) Gia st Ker f C Kerg. Khi d6 vdi méi e € R, do f 13 mot
toan cAu nén ton tai € V sao cho f(z) = a.
Ching ta nhan xét ring g(x) khéng phu thudc vao viée chon phan ti
x, ma chi phu thugc vao a. That vay gia st 2’ € V sao cho f() = a.
Khi dé ta ¢6

flr =) = fla) - f(z) =a—a=0
Do d6 x — 2’ € Kerf C Kerg. Suy ra g(z — z') = 0, nghia la

Xét anh xa
h:R — Y
a — g(r)
trong d6 f(x) = a.

Ching ta ¢é thé kidm tra lai duge h chinh 13 mét déng ciu thod
min g = ho f.

¢) Gia sit t6n tai dong cdu ¢ : R — Y sao cho g = g o f. Khi dé vdi
mdi a € R, ton tai x € V sao cho a = f(z). Khi dé ta c6

pla) = ¢(f(r)) = (po )
= g(z) = h(f(z)) = h(a)
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Do dé ¢ = h.
d) Gia st h 1la mot don anh. Khi dé
ze€Kerg & g(x)=0s h(f(z)) =0

& f(z) € Kerh = {0} & z € Kerf.

Vay Kerf = Kerg.
Dao lai, gia sit Kerf = Kerg. Lay a € Kerh, khi dé do f 1a mot

toan ciu nén ton tai z € V sao cho a = f(z). Ta ¢

o(x) = h(f(@)) = hla) = 0
do dé x € Kerg = Kerf. Suy ra a = f(z) = 0. nghia la Kerh = {0}.
vay h 1a ot don anh.

¢) Néu h la mot toan chu thi do f ciing 12 mot toan clu nén ta co
g = h o f cing 1a mdt toan anh.

D3o lai, néu g 1 mot toan anh thi v8imoi y € Y, tén taiz € V
sao cho y = g(z). Khi dé ta ¢6

y = glz) = h(f(x))

Do d6 h cing 1a mdt toan anh.

4. Truong cac thuong

4.1. Goi K la trudng céc thuong cha mién nguyén Z(v/2). Do K chia
Z nén K phai chita trudng cac thuodng cua Z, nghia la K chita Q. Mat
khac do v2 € K nén Q(+/2) C K.

Do K la trudng cyc tidu chita Z(v/2) va Q(v/2) la mat trudng chia
Z(+/2) nén ta c6 K C Q(v2). Vay K = Q(/2).
Lap ludn tuong tu. trudng cac thuong clia cdc mién nguyén Z(z),
Z(32) tuong tng 1a Q(:), Q(V2).
4.2. a) Ching ta dé thi lai duge A 1A mat vanh con cia R. Do R la
mot trudng nén A 14 mot mién nguyén.
b) Ggi y: Xét anh xa

w:Z — A

n = ne
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4.3. Dit A = {:n—) € Q| (np)=1}.

Chiing ta c¢6 thé thit lai ring A la mdt vanh con cha Q. Hon nita
do 1 € A nén A 12 mét mién nguyeén.

Goi A la trudng céc thudng ciia A. Do A > Z nén A D Q. Mt
khicdo AC Qnén AC Q. Vay A = Q.

4.5. Gid st I la hat nhan cda mot dong cdu vanh ¢ : R — K trong
dé K, 1a mot trusng. Khi dé

R/I'= o(R)
la mot vanh con cta trudng X nén né la mot mién nguyén. T dé suy
ra / 1a mot idéan nguyén td cia vanh R.

Déo lai, gia stt / 12 mét idéan nguyén té cha vanh R, Khi dé, I 1
hat nhan cta phép chiéu chinh tic p: R — R/I. Do I 14 idéan nguyén
t6 nén R/I la mat mién nguyén.

Goi Q la truong cac thuong cia R/I va u : R/I — @ la phép
nhing chinh tic. Khi dé

w=pop: R—Q
13 mot déng cdu vanh. Hon nira:
Keryg = Ker(p o p) = Kerp = 1.

4.6. 1) Trudong hgp R ¢6 dac s6 0. Trén nhom cong R @ Z xac dinh
phép nhan cho bai:
(r, k) ) = (rr + kr' + K'r kK

v6i r, 7’ € R; k.k' € Z. Tht lai rang S 1a vanh c6 don vi (0, 1), ¢6 dac
s6 0 vA 4nh xa R — S cho bdi r v (r,0) la mot don ciu vanh (mot
phép nhing).

2) Néu dac s6 cia R bang n > 0 thi ta dit S = R ® Z,, va xac dinh
phép todn trén S bai

(r,k)(r' k') = (r7’ + K'r + kr' kK

Chi ¥ rang do vanh R c6 dic s6 n nén tudng tng trén khong phu
thudc vao viée chon dai dién k, k' cia cic 18p &, k. Hon nita nhém
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cong S ciing vai phép nhan duge dinh nghia nhir trén la mot vauh ¢6
ddc s6 n, dong thai anh xa B — S cho bdi r — (r.0) I3 mot don cAu
vanh.

5. Vanh va trudng sip thit tu

5.1. a) Gid sit ¢ + x < a + 9. Cong ¢a hai vé ciia bat dang thie trén
cho —a ta dudce:

(ma)+(a4+a)<(—a)+(a+y) = [(-a)+a]+a<[(—a)+da]+y
= 04+ <04+y=>ao<y.

Céac phan con lai duge chig minh tueng ty nhu trudng hop cic
50 the.
5.2. Giastabe ANP. Khidétacda,be Avaa be IP. Do Ala
vanh con eva ? nén ta ¢o

a+5, abée A.

Mat khac, P 1a tap cac phan tit duong cia vanh sap thnt ty R nén
ta ¢é

a+b, abe P
Vay a +b. a.be AN P. Hon nita, talcé
(ANPYN(=(ANP)CcPN(-P)=10
-Suy ra (ANPYN(=(ANP)) =0 Taco
(ANPYUQU(—(ANP)) CA

va
ACANR=AN(PUOU(=-P))

nghia la

AC(ANPYUOU(~(AND)).

Vay A= (ANP)UOU(—(AN P)). T nhitng 1ap luan trén ta suy
ra A 1a mot vanh sip thit ti véi tap con duong la AN P,
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< S T+ . N
5.4. Trude hét ching ta thiy ring tén tai z = Ty thoa man dién
kién 7 < z < y. Bay gid, ta gid s trong R chi ton tai hitu han phén
t 21, 2o, ..., 2, 880 cho

r<z<zzp<.. <z, <y

Zy 4
Dit zn4y = 7

. Khi d6 2,4, € R va thod man

T <zpp < Y va Zn+1 # 2y, 22y s Zp.
Mau thuin nay chimg to trong R tén tai vo sb phin tit 2 thoa man

T<z<y.
5.5. Gia sit ¢6 thé trang bi mét quan hé thi ty trén vanh Z, dé Z,
trd thanh mét vanh sép tha ty. Khi d6 ta ¢6: 1 > 0. Tu d6 suy ra

1+1+.1>0=0>0

——

n lén

Didu nay 1a vo ly. Vay khéng thé trang bi cho tap hgp Z, mdt quan
hé thd ty dé Z,, trd thanh moét vanh sip thi tu.
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Chuong V

VANH DA THUC VA VANH GCLIT
1. Vanh da thic

1.1, (22% + 42% + 2)(32% + 3z + 2) = 2% + 5z? + 2z.
Vanh Zg[r] ¢6 uéc clhia khéng. Ching han 3z va 2z + 2 1a hai da
thitc khac khong nhung 3z(2x + 2) = 0.

1.2. Tacé: «* + pr + 5 = (z — 5)(z® + 5z + 6) + (p — 2)z. Do do dé
3 + pr + 5 chia hét cho (x2 +51+6) ta phai c6 p — 2 = 0, nghia la
p=2+Tt teZ

1.3. a) Gia su:
f(z) = (z ~ 1)*p(z) + 2z = (z — 2)°q(2) + 3z (1)

véi p(z),q(z) € Z[z]. T (1) tasuy ra: f(1) =2, f(2) =6 (2). Hon
nua ta coé:

f'(z) =2(z — Dp(z) 4 (z — 1)?p () + 2.
Do do: f/(1) =2 (3).
Ciing tit dang thite (1) ta suy ra:

f(z) =2(z — 2)q(z) + (z — 2)%¢(z) + 3.

Do vay: f'(2) =3 (4).

Chung ta cé thé chitng minh duge ring khéng ton tai mét da thic
f(x) ¢6 bac nho hon 3 thod man cac diéu kién (2), (3), (4). Bay gio ta
tim da thie f(z) ¢6 bac ba thod man céc diéu ki¢n (2), (3), (4). Bang
nhitng tinh todn cu thé ta duac:

flz) = —3z% + 142% — 172 + 8.

211



Day chinh la da thite ¢6 bac nhé nhat eia Z[z] thod man cac yéu
call cnua dé bad.

b) Ban doc ti gidi cAu nay.

3, 5 15 45 7
1.4. 5:1.‘2 + 5:1' - _83 vi g:r + 3

1.5. 73 — 22% + 5r — 15 va 322 + 15.
1.6 sV ot + k241 val.
1.7. 202 + o + 1 vh 22 + 2.
1.8. Ca ba da tnte da cho déu 1a bat kha quy trén Z[w].
1.9. Trong da thac f(z), thay « bdi ¢ + a ta duge da thic
f(r +a) € Alz]. Ta ¢6 f(zx) khdc 0, khdc ude cla 1 khi f(r + a)
khac 0, khdc 1tée cna 1. Hon nita:
fo) = b(x)g(s) = f(r+a) = bz + a)g(z +a)
va bac cia f(z) bing bac cla f(z + a). Tit d6 suy ra diéu phai chimg

minh.

1.10. Da thitc f(z) = Y a:x' ¢6 bac n > 1 va bit kha quy trén A nén

i=0
7 .

suy ra ag # 0. Do d6 g(z) = D an-;2" khac 0 va khac udc cia 1. Gia
i=0

s TAng:

glx) = (by +by_va - - +bozP) ey + vt + - -+ cor?).
Khi dé:
flx) = (bp+ byz+ - + b,2P)(co + yr + - - + ¢p2?).

Tir d6 suy ra didu phai chimg minh.

1.11. Vi p la 6 nguyén t6 nén (Z7,.) 1a mot nhém cap p — 1. Theo

Dinh ly Lagrange. v6i moi z € Z;, ta ¢4 7' = 1, do d6 2% = x, hay

P —x = 0. Vay vai moi 2 € Zy, ham = — «” — z la ham khong,.

Da thiic 2° — z x4c¢ dinh mot ham khoéng trén Zs. Do dé6 hai da
thitc 2?2 — 2+ 1 va 1° + 22 —~ 25 + 1 ciing xac dinh mot ham x? — 2 + 1.
1.12. Goi B = Keryp, thé thi B 14 mot idéan trong K[r]. Gia sit
f(x).g(2) € K[z] sao cho f(x)g(z) € B. Ta phéi chitng minh f(z) € B
hioae g(z) € B. Do

flu)g(u) =0
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trong F nén f(u) = 0 hodc g(u) = 0. Tit d6 f(z) € B hoac g(z) € B.

Cuébi cung, ta phai chi ra B # Kjz|. That vay, trong K|z], ta xét
da thic

hiz) =2+1—u.

Khi d6 h(u) =1 # 0 nén h(z) ¢ B.

Néu K la vanh con c6 chita don vi ciia mién nguyén F thi két qua
trén van diing.
1.13. a) Viéc chitng minh I{z] ]2 mot idéan cla Z{z] danh cho ban
doc. Xét anh xa

0:Zlz) — (Z/Da]

42

T
T) = a, ' a,zr’
f(z) . .
i=0

i=0

véi @, = a; + I. Ban doc hiy kiém tra ring o 1a mot dong ciu vanh.
Cé thé thiy ring ¢ la mot toan cAu. Bay gid ta tim hat nhan cha .

f(z) € Kerp = Zﬁix’;:0:¢6¢=0
i=0 '
= a, € I = f(z) € I[z].

Tu dé, Kerp C I[z]. Bao ham ngugc lai 1a hién nhién, do dé
Kerp = I[z]. Bay gid diéu phai ching minh dugc suy ra tu Dinh
ly dong céu.
b) Tir ding céu
Zlx)/1z] = (Z/D)[z] (%)

suy ra rang néu 7 13 idéan nguyén t& thi Z/I 13 mién nguyén va do
d6 (Z/I)[z] 12 mién nguyén. Tu d6 suy ra I{z] 1a idéan nguyén td cia
Z[x).

I[z] khong 1a idéan t6i dai chia Z{z] bdi vi néu nguge lai thi vé trai
cla hé thitc (x) 14 mot trudng, con vé phai khong l1a trusng.

1.14. Xét énh xa

0 :Llz) — Z,

Qo+ + ... +axt o a,
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trong d6 @, = a, + nZ. D& chitng minh dude ¢ 12 mdt déng ciu vanh,

Hon nita, ¢ con 12 mat toan cdu c6 Kerp = I. Theo dinh 1y dong
ciu ta cé
Z|z] /I =Z,.

Tir dé suy ra I 1& mot idéan nguyén to khi va chi khi Z, 12 mat
mién nguyén. Diéu nay xay ra khi va chi khi n 14 mét sé nguyén t6.
1.15. 4 nghiém d6 1a £1 va +4.

1.16. 6 nghiem d6 1a: 0,1.2,3, 7, 5.
1.17. Dat f(z)=(z + 1) — g — 2z — 1. Ta cé:

f(=3) = f(=1) = f(0) =0

nén f(z) chia hét cho2z +1, z+ 1 va .
1.18. Xét da thiic

J(@) = (& - a)(® - a2}z — a2) = 1,

v6i a, 14 nhitng s6 nguyén phan biét. Khi dé:
f(z) = g(z)h(2),

véi g(x), h(z) 1a nhitng da thic trén Z va khong kha nghich. Ta cé:

fla:) = —1 = g(a:)h(a).

Do g(a:) va h(a;) 12 nhing s6 nguyén nén cic ddng thitc trén kéo theo:
g(a;) + h(a;) = 0.

Diéu nay xdy ra tai n gié tri phan biét a;,. Mat khac:

deg(g(z) + h(x)) < max(degg(z),degh(z)) < degf(z) =n

nén ta ¢6 g(z) + h(z) = 0. Do dé:

fz) = —[g(=)].
Déng thic nay khong thé xay ra do ddu cla cic hé sb cao nhit 3

mdi vé 1a khac nhau.
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1.19. Gia st f(x) khda quy trong Q[z]. Khi d6: f(z) = g(x)h(z),
vdi g(x),h(r) Ia nhimg da thitc véi hé sd nguyén cé bac 1dn hon
hodic bing 1, ddng thai ta c¢é thé gid st hé tit cao nhét c¢iia hai da
thite nay bing 1. Suy ra: f(x) = g(x)h(x), véi f.g,h € Z,[x]. Hon
nira: :

deg(7) = deg(g) > 1; deg(R) = deg(h) > 1.

Suy ra f(2) kha quy trén Z,. trai vai gia thiét.
1.20. a) Gia 11 Py nghiém cta da thie f(z). Khi dé ta c6:
q

P Dy, Dy p
f(g) :a"!t(a)l+a7t—l(;1') 1+"‘+015+(lo=0.

= a,p" +a,p" g+t apg T Fapg” =0

& a,p” = —q(a,,,_lp"_1 + . Fagg™ )

stty ta g 13 ude cna a,p™. Két hop véi gia thiét: (p,q) = 1 ta duge ¢ 1a
ude ena a,,.
Chimg minh tuong t ta ¢6 p latde ena ag.

b) Ta co:
f(m) = fm) — fBy =3 axlm® — (£)¥]
¢ = q
= q"f(m) = arg" ¥[(mg)* —p*] i mg - p.
k=0

Mat khac do (p,g) = 1 nén ta ¢6: (mg — p,¢") = 1. Tit d6 suy ra

f(m) i mq —p, nghia la: p—mq | f(m). Dic biét p— ¢ 1a ude cta f(1)
va p + g 1a wéc cha f(-1).

1.21. Gia sit @ € F 132 mot nghiém cia da thite
fle) =a"+ apyz™ ' + -+ ayx + ag, a; € R.

Khi d6 o = 2 vei p.g € Rva (p,q) = 1. Do « 1a nghiém ciia f(z) nén
q

Iy luan hoan toan tuong tw Bai tap 1.20 ta ¢6 g | 1, nghia 1a ton tai
u € IR sao cho ug = 1. Khi d6, a = P_ pu € R. '
q



1.22. Gia st f(z) 1a da thitc ¢6 bac nhd nhit v8i hé tlf cao nhit nhan
u lam nghiém. Gia st f(x) khong bat kha quy,

trong dé deg(h) < deg(f), deg(g) < deg(f) va h(z),g(z) 6 hé ti cao
nhit bing 1. Khi dé

f(w) = h(u)g(uw) =0.
Suy ra h{u) = 0 hodc g(u) = 0, nghia la h(z) hodc g(x) nhan u lam
nghiém, trai vdi gia thiét vé f(z).
1.23. l)at I = {g(x) € K[z] | g(u) = 0}. D& thly I # 0. Hon nita, véi
moi f(x),g(x) € I ta cé:

F() = 0, g(u) = 0.

Do dé6: f(u) — g{u) = 0 va f(u)h(u) =0 véi moi h(z) € K|z].
1.24. Ta cb

Kery = {g(z).(z> + 1) | q(z) € Qx]}

va Imy = C (do ¥(a + bz) = (a + bi) nén ¥ 14 toan anh).
1.25. Ta ¢6

Kerts = {g(x).(c” — 2z +4) | 4(x) € Qlc]}

valmy =C (doa+bi =9la— — + ——17) nén 3 la toan anh).

\f V3
1.26. V2 + /3 la nghiém cta da thitc z* — 1072 4+ 1. Mat khéc, néu
da thitc nay cé nghiém hitu ty E, (p,q) = 1 thi p la udc cua 1 va ¢
q

I3 udc clia 1. Do dé cac nghigm hitu ty (néu cé) cla da thite nay chi
c6 thé 1a +£1. Mat khac ta thady +1 khong phai 1a nghiém cia da thiae
trén. Do d6 /2 + /3 12 b v6 ty.

1.27. 8¢ + 2 va 14x + 97.

1.28. —2° + 3z + 5 va 222 + 16z + 16.

1.29. 2% +  va 22

1.30. (a+ )z + (b+ d) va (be + ad)x + (bd — ac).
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1.31. Xét déng chu vanh: v : Rlz] — C duge xéc dinh b
w(p(x)) = p(iv/5). Hat nhan cia déng ciu nay la tap cac da thic
chita nhan tt z2 + 5. D6 la idean (22 +5). Imy = C (do a + bi =

wia + l)\/:r) nén 3 13 toan anh). Vi vay, theo dinh Iy ddng ciu vanh
5
ta cé: R(r]/(z* +5) = C

1.32. Xét dong chu vanh: v : Z[z] — C duge xac dinh bdi
Ww(p(x)) = p(z). Ta c6: Keryr = (22 + 1), Imyp = Z[i]. Do do

Zlz)/(z* + 1) = Z[4].-

1.33. Xét ddng chu vanh: 9 : Q[z] — R dude xéc dinh bdi

w(p(r)) = p(V7). Ta c6: Kery) = (2 — 7), Imy = Q(v/7). Do do
Qlz)/ (2 = 7) = Q(V7).

1.34. Xét déng cdu vanh: ¢ : Z[z] — Q dugc xac dinh bdi

¥(p(2)) = p(3). Ta co

Kerw=(21—1),lmw={% €QlaeZb=2",r >0}

Do dé: Z[z}/(2z — 1) = {% €QlacZb=2,r>0)

1.35. Xét déng chu vanh: ¢ : Z,, — Z; duge xac dinh bdi ¥(n) = 2n.
Ta c6: Kery = (7), Imyp = Zq. Do d6 Z14/(7) = Z4

1.36. Xét déng cau vanh: v : Z14 — Z, dude xéc dinh bdi w(R) = Tn.
Ta cé: Kery = (2), Imyp = Z,. Do d6 Z,4/(2) = Zs.

1.37. Xét ddng cdu vanh: ¢ : R[z,y] — R|z,y| dude x4c dinh béi
Y(f(z. ) = f(~y,9).

Ta ¢6: Kery = (z + y). Imy = Rjy]. Do d6 Rz, y]/(z + y) = Rly)].
1.38. Xét déng cAu vanh: i» : R x S — § duge xac dinh bdi
@((r,s)) = s. Ta co: Kery = ((0, 1)), Imyw = S. Do dé:

(B> 5)/((1,0)) =S

1.39. Xét dong cau vanh ¢ : R[z,y] — R, f(z,y) — f(0, 0) Khi dé
¥ 1a mot ddng cAu vanh cé: Kery = I.
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1.40. {p(z) € Q[z||p(0) = 3} khéng phai 13 mot idean cla Q[z].
1.41. Xét anh xa:

e Alel — (4/Da]

f@) =) az = flx)=) mz'
i=0

i=0

trongdéa, =a, +1 € A/I.
R6 rang ¢ 13 mot dong cAu vanh va 1a mét toan anh. Hon nita, ta

co:
n

flx) = Zaﬂi € Kerg

1—0

khi va chi khi Y g;x* =0 & @ =0, v8i moi i = 0,1.....n. Nghia la
i—0

a, € I. Do d6 Kerp = I{z] la mot idéan cla A[z] va ta cé:
Ale]/1[z] = (A/1)[z]

Ta ¢6: I 1a mot idéan nguyén t6 cia A <& A// 1a mot mién nguyén
& (A/D|z] 1a mot mién nguyén < Alz])/I[z] 14 mot mién nguyén
< [[x] 1a mot idéan nguyén t6 cta Alz].

Néu idéan I la tdi dai thi idéan I[z] 1a khong la t6i dai vi vanh da
thic (A/I)[z] khong phai 13 mot trudng.

2. Thuat toan chia trong mién nguyén

2.1. Xét da thie: f(z) = ar? +bx+c¢ € R[z], a # 0 vdi
A = b? — dac < 0. Néu f(z) kha quy thi tén tai hai da thite g(z)
va h(x) thude R[r] v6i degg(z) = degh(z) = 1 sao cho:

f(x) = g(x)h(z).

Khi dé g(x) va h(z) lai ¢6 nghiem thye. Cac nghiém nay dong thai
cting la nghiém cua f(z). Vay f(z) c6 hai nghiém thuc, do d6 A > 0
(trai gid thiét). Vay f(z) la bat kha quy trong Rz].

Diéu nay khéng con diang khi thay trudng s6 thie R bdi trudng sb
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phitc C. vi méi da thitc bac hai trén C duge phan tich thanh tich cia
hai nhi thitc bac nhat.
2.2. a) Gia st f(z) = azx +b € Flz]|, a # 0, c6 sy phan tich trong
Fjz] la

f(z) = g(z)h(z)
véi g(x) va h(z) thude F[z] sao cho: degg(z) + degh(z) = 1. Khi do
néu degg(z) = 1 thi degh(z) = 0, nghia 12 h(z) = d € F va d # 0.
Nhu vay

g(z) =d™" f(z)
tic 13 g(z) va f(z) lien két vai nhau.

Néu degg(x) = 0 thi hoan toan tuong ty f(z) va h(z) lién két vai
nhau. Vay f(z) la da thie bt kha quy.

Diéu trén day khong con ding nita néu F khong 1a mot trudng.
Ching han da thic f(z) = 2z + 4 € Z[r] ¢6 f(z) = 2(z + 2), nhing
2 va r + 2 déu khong 13 uée clia 1 trong Z[z]. Diéu dé ching t6 f(x)
kha quy.

b) Gia st f(z) € Flz] 1a da thic c6 bac bang 2 hoac 3. Ta sé chitng
td rang f(z) kha quy trén F khi va chi khi f(z) c¢6 nghiem trong F.

That vay, diéu kién da 13 hién nhién. Bay gios gid st f(z) kha quy
trén F, nghia la ton tai nhimg phan t& g(z), h(z) € Flz] khong kha
nghich sao cho

1) = 9(2).h(z).
Do F la mot truong va g(x), h(z) € F[z] khong kha nghich nén hai
da thite g(z), h(z) ¢6 bac 16n hon hodc bang 1. Mat khac ta cé:

degg(z) + degh(z) = degf(x) < 3.
Do d6 néu ta gia sit degg(z) < degh(z) thi ta suy ra deg g(z) = 1. Do
dé g(r) ¢6 nghiém trong F. tit dé suy ra f(z) c6 nghiém trong F.
2.3. f(z) =22 + 8 = 2(z + 4), do d6 f(z) kha quy trong Z|z].
Hai da thic g(xr) = 2z%2 + 1 va h(z) = z? + 42 — 2 bat khd quy
trong Z[x].
2.4. Trén Z va Q, ta c6: f(x) = (z — 2)(2? = 2)(z? + z + 1). Con trén
Z[v?2] va R thi f(z) = (z — 2)(z — V2)(z + V2)(z® + = + 1).
2.5.2° + 22 + 4+ 1 = (z + 1)(z + 1) nén né khi quy trén Q[x].
2.6. * + z* — 6 = (z? + 3)(z? — 2) nén né kha quy trong Q[z].
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2.7. Dé thiy da thitc 4z + 32?2 + z 4+ 1 khong ¢6 nghiém trong Z, do
viy theo Bai tap 2.2, da thdc nay bat kha quy trén Zs.

2.8. r* — 22% + 2% + 1 kha3 quy trong R[z] vi moi da thitc c6 bac 16n
hon 2 déu kha quy trong Riz].

2.9. 5 = (1 — 2i)(1 + 2¢) nén khong bat kha quy trong Z{i).
2.10. Do a 13 1uj linh nén tdn tai n € N sao cho a® = 0. Khi d¢é:
1 = 1—-ad"z"=1- (ax)”
= (1+ax)(l—az+ (azx)® - - + (=1)* {az)* ")

Do vay: 1 + ax kha nghich.

3. Vanh chinh

3.1. a) Do F la mién nguyén nén ta co:

deg(f.9) = deg(f) + deg(g)

véi f(z), g(x) € Flz]. Suy ra F[z] ciing la mién nguyén.

Gia stt I 1a mot idéan cia F[z]. Chon p(z) 1a da thic ¢6 bic nhé
nhit trong /. Do F 1a mot trudng nén trong F[z] c6 phép chia vdi du.
V1 vay véi méi da thitc f(z) € I déu ton tai g(x),r(z) € F|z] sao cho

f(z) = p(z)g(z) + r(z)

voi degr < degp néu r(x) # 0.
R6 rang p(x)g(x) va f(x) déu thude I nén r(r) € I. Theo cach
chon p(z) thi r(z) = 0. Diéu nay ching té

I = p(x)F[z] = (p(z)).

b) Gia sit p(r) bat kha quy trén F. Goi I la idéan chinh sinh béi p(z).
Gia sit B 1a idéan chia /. Theo cau a), vi Fz] 1a vanh chinh nén B
12 idean chinh, gia st B sinh bdi g(z). Do B D I nén g(z) | p(z). Két
hgp vdi tinh chat p(z) 1a da thiac bat kha quy ta duge g(r) hodc 1a
phan tit bat kha quy, ho#c lien két vdi p(z). Do d6 hodc B = Flz]
hoac B = [. Didu nay ching té I 13 tbi dai.
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Dé chitng minh vanh E = F[z]/(p(z)) 1a trudng ta chi can ching
minh moi phan tit cha E ¢6 nghich dao la di. Gia st f(z) 1a phan tu
khac khong cta E. Thé thi f(z) € I. Do I 1a t6i dai nén idéan sinh
bai I va f(x) phai trung véi Flz|:

Flz] = f(z)Flz] + I
Tu dé suy ra ton tai g(r) € Flz] va s(z) € I sao cho

1 = f(z)g(z) + s(z).
Diéu nay kéo theo: 1 = f 3.
3.2. a) Gij sit hai da thic bat kha quy p(z), g(z) trén trudng Flz] co
nghiém chung 1a 1. Khi dé do p(z) va g(z) & nguyén t6 cung nhau va
Vi vay ton tai hai da thic r(z), s(z) € F[z] sao cho
r(@)p(e) + s(x)ale) = 1.

Thay r = u ta duge 0 = 1 (V5 ly).
b) Hién nhién.

3.3. Néu f(z) la da thitc bat kha quy trén trudng F' ¢6 bac n > 1 thi
vdi moi da thite g(z) ¢6 bac nhé hon n ta déu ¢6 (f(z), g(z)) = 1. Do
doé

(f(z), 9(z)h(z)) = 1,
véi moi f(z),g(z) co bac nhd hon n. Nghia la khong ton tai hai
da thic khéc khéng ¢6 bac nhé hon n ma tich cia chiing chia hét
cho f(x).
3.4. Gia st a,b € A v6i a va b nguyén t cling nhau trong vanh chinh
A. V1 A 1A m6t vanh chinh nén ton tai v va v thude A sao cho

au+bv = 1.
Nhu vay ta c6 1 thude vao idéan sinh bdi a va b do d6 idéan nay tring
véi A.
3:5. Gid st p la phan t bit kha quy trong vanh chinh A: I 1a mot
idéan cua A sao cho: ApC I va Ap # 1.

Nhu vay ¢6 mot phan tit a € A\Ap. Vi a ¢ Ap nén a khong chia
hét cho p, vA vi viy a v p 13 rguyén t6 cing nhau. T d5 suy ra tdén
tai u vi v thude A sao cho

au +pv = 1.
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ViaclIvape ApC Inénl=au+pv el khido ] = A Didu do
chitng t6 Ap 1a mot idean tdi dai.

Dao lai. gia st Ap 13 mot idéan téi dai ctia A, khi dé Ap # A va
do dé p khéng 1a ude cna 1. Gid sit p khong 14 bat khd quy, nghia 1a
ton tai nhitng phan t\f khong kha nghich a, b sao cho: p = a.b. Vi thé
Aa # A (do a khong 1a ude cia 1), Aa D Ap va Aa # Ap (do a khong
lien két v6i p). Nhu vay c6 idéan Aa ma

Ap G Aa G A,

trai voi gia thiét vé tinh téi dai cta idéan Ap. Vay p phai 1a phan td
bat kha quy trong A.

3.6. Do cic tinh chat A/T 13 mot trudng khi va chi khi J 14 idéan téi
dai va A/J 13 mdt mién nguyén khi va chi khi 7 13 mét idéan nguyén
td cia A, nén moi idéan tbi dai déu la idéan nguyén tb.

Bay gid ta ching minh rang néu A 13 moét vanh chinh thi moi idéan
nguyén t6 khac khong déu 1a téi dai. That vay, gid st J # 0 la mot
idéan nguyén té cua vanh chinh A. Vi A la vanh chinh nén tén tai
a € A sao cho [ = (a). Do I 1a nguyén t6 nén I # A, do dé a khéng
la ude ciia 1.

Bay gid ta chimg minh a 13 phan tit bat kha quy trong A. That
vay, gid sit a = uv véi u va v thudc A. Thé thi ta 6

(a) C (u) va (a) C (v).
Mat khdc vi uv = a € (a) nén hodc u € (a) hodc v € (a) suy ra
(u) C (a) hoac (v) C (a).

Tit cdc bao ham thitc trén ta suy ra hoic (a) = (u) hodc (a) = (v),
nghia la ho#c a lién két véi u hodc a lien két véi v. Vay a la phan t
bat kha quy.

3.7. Néu K la mot trudng thi K chi ¢6 hai idéan 1a K va 0. Khi d6
K la idéan chinh sinh bdi 1 va 0 1a idéan chinh sinh béi 0. Vay K 1a
mot vanh chinh.

3.8. Vanh thutong ctia mot vanh chinh cé thé khong phai 1a mét vanh
chinh. Chang han, vanh s& nguyén Z 14 mét vanh chinh nhung vanh
thuong Z/6Z la vanh cé udc cna khong, do dé né khong phai la mién
nguyén, vi vay khong la vanh chinh.
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3.9. a) Gia stt I 1a idean cua vanh R/A. Goip: R — R/A 1a toan ciu
chinh tic. Khi dé p~'(7) la idéan ctia vinh R. Vi R la vanh chinh nén
p~(I) = (b). Suy ra I = (b).

b) Theo a), moi idéan cla vanh R/A déu la idéan chinh, do d6 R/A
la vanh chinh khi va chi khi 12 mién nguyén, diéu dé tuong dudng véi
A 1a idéan nguyeén tb.

3.10. Vanh con clia mét vanh chinh ¢6 thé khang phai 1a mot vanh

chinh. Chéng han, mZ (m > 1) 1a vanh con clia vanh chinh Z nhung
khong phai 13 vanh chinh vi mZ khong c¢é don vi.

3.11. a) Dé chimg minh A = {a+bv/3i | a,b € Z} 14 mot mién nguyén
ta chi can ching minh A 12 mdt vanh con chita don vi cla trudng sé
phitc C.

That vay ta cé: 1 =1 +0v3i € A Gia st a + b/3i va c+ dV3i la
hai phan ti cia A, thé thi:

(a+bV3i) — (c+dV3i) = (a —c) + (b— d)V3i € A,
(a + bV/3i)(c + dV/3i) = (ac — 3bd) + (ad + bc)V3i € A.

b) Véi mbi sé phitc & = a + bv/3i, ta goi chudn cta né la
N(a) = a.@a = a® + b°.
Khi dé néu « va /3 13 hai s6 phic thi ta cé
N{(a.8) = N(a)N(B).
That vay,
N(a.0) = (a8)(@PB) = a.56.5 = N(@)N(5).

Tt d6 ta c¢6 nhan xét ring: o € A, a kha nghich khi v3 chi khi
N(a)=1. Ta cé:

N@2) =4, N0 +V3i)=4; N(1—3i) =4

nén cac s6 2; 1+ v/3i va 1 — v/3i khong 1a ude cia 1.

Bay gio ta hay chitng minh 2 khéong ¢6 udc thyce sit trong A. Gia
st B = = + yv/3¢ 1a mot wde cla 2, khi doé

N(B) =2+ 3
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phéi 1a ude cha 4. Nghia 1a hodc N(8) = 1, hodc N(8) = 2, hoidc
N(i3) =4.

Néu N(3) = 1 thi 8 =1+ 0V/3i hosic 3 = —1 + 0v/3i, va do d6 3
14 ude cia 1.

Néu N(3) = 2 thi ta c6 22 + 3y? = 2, didu nay khong thé xay ra.

Néu N(3) =4 thitac62 =08y véi N(y) =1,dodé v = +1 va 2
lien két v6i 4. Vay 2 khéng c¢6 ude thuc sy trong A.

Thwong tu ta chimg minh duce 1+ V3iival— V3ila nhing phan
t1t bat kha quy trong A.

A khong phai 1a mot vanh chinh vi trong A s6 4 ¢6 hai sy phan
tich thanh tich nhitng phan ti kha quy:

4=22=(1+V3i)(1 - V3i)

3.12. Xét vanh A = {a + bv/2i | a.b € Z}. Ta hay ching minh A la
vanh chinh. Ta thiy ngay

QGV2) = {a+ V2 | o, 3 € Q)

14 mot trusng chita mién A. Trén truc sé. dé nhan thiy rang déi vai
mot s6 hitu ty o, bao gid cing tim thiy mot sd nguyén a sao cho

1
oo —al < =.
2

Do dé ta ¢6 thé khang dinh duge rang: véi moi z € Q(2v/2), ton tai
z € A sao cho

3
r—z < - <L
s icn (o)
Bay gia hay lay mot idean I khong tam thuong ctia A. Tap hop
X = {0 #ze0)
14 mot bd phan khac réng ctia N va khong chita 0. VI N sép thit tu tot
nén X c6 phan tit bé nhat. Goi u la sé phic thude I sao cho |ul? 1a

s6 tif nhién bé nhit ciia X. Xét mot phan tit tuy ¥ v € I. Hién nhién
v z . x .

- € Q(z'\/i). Theo khang dinh (*), ton tai z € A sao cho

u

)1—; - z} <1 hay |v— zu]* < |u*.
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Nhung u,v € I, z € A, viy v — zu € I. Mat khac |u|? 12 phan t bé
nhit cia X, nén v — zu = 0, hay v = 2u. T dé6 I = Au. Vay A Ia
vanh chinh.
3.13. Dé kiém tra A 12 mot vanh con chita don vi cta Q, do dé né 1a
mot mién nguyén.

Gia sit I la mot idean khac khong clia A. Khi d6 tdn tai ’a’ €I,

p,q#0.Khidép= 8q € I. Nhu vay 7 c6 chita nhitng sé nguyén khiac
q

khong va do dé chita nhitng sé nguyén duong. Gia st p 1a sb nguyén
duong nhd nhét thuoc I. Ta viét p = 27p/, trong dé (2, p') = 1. Khi dé

1
2 =—-pel
4

Do cach chon p suy ra p = 2’ Ta sé ching minh rang 7 = (2"). That

14

m m , e
vay, v8i moi — € I ta viét — = 2°— trong d6 m’ va n 1. Khi dé:
n n

2% = el => s>r

;
m n
n m
do p = 2" 14 s6 nguyén duong nhd nhat thudc J. Vay

!
Do (om).
_ n n
Hay ] = (27). Chi y ringnéur =0thitac6 I = A

3.14. Trong vanh Z[z], xét idéan I sinh béi z va 2:
I = {u(z)-z + 2.0(z) | u(z), v(z) € Z|z]}.

Nhan xét ring néu h(z) € I thi he i tu do clia h(z) 1A mot sb
ch3n. Hién nhién 7 # 0 va I # Z[z). Gia si I Ia most idéan chinh,
nghia 12 ton tai da thic g(z) € Z[z] sao cho I = (g(z)).

Ta c6: x va 2 thudce 1, do dé g(z) 1a udc eta 2 va 1a udc cha z. Néu
g(z) 1a udc cia 2 thi g(z) chi cé thé 1a £1 va £2. Néu g(z) 12 udc cla
z thi g(z) chi 1a +1 va +z.

Két hop lai g(z) bing —1 hodc +1. Nhumg vi [ # Z|z] nén g{zx)
khéng thé la —1 hoac 1 duge. Vay I khong phai la mot idean chinh.
Do dé6 Z{z] khéng phai 1a mot vanh chinh.
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Xét anh xa ¢ : Zlr] — C, f(z) ~ f(iv/2). Day la mot déng ciu
vanh. Hon nita, Kerp = (22 +2) va Img = Z[iv/2]. Do dé theo Dinh
Iy déng cAu vanh ta cé:

Zlz]/(z* + 2) = Z[iv2].
Ma Z[iv/2] 1a mot vanh chinh (xem Bai tap 3.12) nén Zlz]/(z2 +2) 1a
mot vanh chinh.

3.15. a) Trudc hét néu A 12 mot trudng thi A[z] 13 mdt midn nguyén.
Néu 7 1a mot idéan khac O cia Alz] thi ta ¢6 thé chon p(z) 1a mét
da thic c6 bac thip nhét trong I, tit d6 chitng minh dwgce I 13 idéan
chinh sinh bdi p(z) va do dé A{z] 12 mot vanh chinh.

D3o lai, gia sit A[z] 12 mét vanh chinh. Gid st a € A 12 mét phan
tu khac 0. Ta xét tap hop

I=A{z.f(z) +a.g(z) | f(z). 9(z) € Alz]}

I 1a mot idéan cia A[z] sinh bdi a va z. Theo gia thiét Alz] la mot
vanh chinh nén I la mét idéan chinh sinh bdi da thite p(z): I = (p(z)).

Khi d6 p(z) phai la uéc chia a va do d6 p(z) € A va p(z) la udc
cia z nén p(z) phai 1a udc ctia 1. Vay I = A|z]. Suy ra

el va 1=0z+ab

Diéu d6 chitng t6 b la nghich dao ctia a. Vay a kha nghich, do dé
A 1a mot trudng.
b) Két qua ctia phan a) khong con diing néu thay K{z] bdi vanh K¢,
vdi ¢ 1a phan tif dai s6 trén K. Ta chi can ldy K = Z, ¢ = 1 14 dai s6
trén Z, khi d6 Z[1] = Z 1a mét vanh chinh, tuy nhién K = Z khong
phai la mot trudng,.
3.16. a) Gid sit A4 la idéan cna K x Z. Khi d6, ta c6 thé chimg minh
duge rdng A = [ x J, trong d6

I={zeK|3neZ (z,n) € A}

J={neZ|3ze€K,(z,n) € A}

la nhitng idéan theo thit ty clia vanh K va Z. Do K va Z 1a nhimg
vanh chinh nén 7, J la nhitng idéan chinh, 7 = (a),J = (m). Khi dé
A la id@an chinh sinh bdi (a, m).
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K x Z khong 13 vanh chinh vi né ¢ udc cha khong:
(1,0)(0,1) = (0,0).

b) Gia sit K 1a vanh don. Vi K giao hoan va ¢6 don vi 1 # 0 nén suy
ra K 4 truong va do d6 K(z] 1a vanh chinh.

Nguoe lai, gid st K{z] 1a vanh chinh. Néu K khéng la triuong thi
tdn tai phin tir khic khéng ¢ € K, ma a khong kha nghich. Khi do
ta c6 thé chiing minh duge ring idéan sinh bdi @ va z khéng phai la
idéan chinh trong K|z].

3.17. Ta ¢6 K|z| khong phai 1a mot trudng. Vi vay, theo Bai tap 3.
15, vanh da thite K| [z][y] khong phai 1a mét vanh chinh, nghia la vanh
da thitc hai an K[z, y) khong phai la mot vanh chinh.

3.18. Theo Bai tap 3.15, Z,[z] la mot vanh chinh khi va chi khi Z,, 1a
moét trudng. Didu nay xay ra khi va chi khi n 13 mot sé nguyén té.

3.19. a) Lay phén tir khac khong o € K. Khi dé a = g(z) = g(z) + 1
véi g(z) ¢ I, nghia la g(z) khong 1a bdi ctia f(z). Mat khac do f(z) 1a
da thic bac hai va f(a) # 0 véi moi a € Z; nén f(z) bat kh4 qui trén
Zy. Tu d6 (g(z), f(z)) = 1. Bai vay, tdn tai u(z), v(z) € Za[z] sao cho

9(zyu(z) + f(z)v(z) =1

Chuyén qua 1dp ta c6

9(@)f(z) =1 (do f(z)} =0).

Vay a = g(z) kha nghich va do d6 K 13 mot trudng.
Gié st o 1a phan ti tuy y cia K, o = g(x) vé6i g(z) € Zs[z]. Do

Z3 Ya trudng nén Zz[z)] 1a mién nguyen, bdi vay theo phép chia véi du
ta cb

g(:c) = f(z)a(z) + (=) .

trong d6 r(z) = az +b, a,b € Z3 va khong nhit thiét khac khong. T
dé

a=r(z)=az+b+1.

Trong K ¢6 0 = f(z) = T2+ 1. B8i vay f(z) c6 hai nghiém a1 =72
va —i.
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b) Xét 4nh xa
<p:Zg - K

a — a=a+1
@ 1a don chu, vi thé Zs = Imyp va c6 thé xem Zz nhu [a trudng con
ctia K. Phan t don vi cha Z3 c6 cip 3 nén dic 56 cha K 13 3.
320. - 1=(z-1)(z*+2* + 2>+ +1).
321. 285+ 1=(z+1)(z* — 28+ 22—z + 1).
3.22. 1 +1 = 1* + 522 + 6 = (z? + 2)(z% + 3).
3.23. 223 + 2% + 4z + 2 = (2z + 1)(z* + 2).
3.24. 223 + 22 + 42 + 2 = (2z + D{z + iV2)(z — iV2).
3.25. 28 — 16 = (r + V2)(z +iv2)(z — 1 xd)(z + 1 £i).
3.26. r® — 16 = (z — V2)(z + V2)(2? + 2)(x? — 2z + 2)(2? + 27 + 2).
3.27. 28 — 16 = (22 — 2)(z + 2)(z? — 22 + 2)(z? + 22 + 2).
3.28. 78 — 16 = (2% — 2)(z? + 2)(x? — 2z + 2)(2? + 2z + 2).

3.29. 6 = 6+ 0.0/=5 € Z[v/=5] nhung 6 = 2.3 = (1 —/—=5)(1 4+ /=5)
nén Z[v/—5] khong c6 tinh chit nhan t hoa duy nhat.
3.30. a) Dat d = (a,b) va e = (ca,cb). Khi dé ¢d | ca va cd | cb. i
vay cd | e. Tic la e = cdk. Dat dk = dy ta cé d | d;.

Mat khac, ta co

e = cdy | (ca,ch).

Vay d, | (a,b) do d6 d; | d. Vay d = d,. Tt d6 suy ra cd; = cd, tiic 1a
" e = cd hay (ca, cb) = ¢(a,b).
b) Néu (a,b) =1 thi (ac, bc) = ¢. Do 46

1= (a,c) = (a,(ac, be)) = ((a,ac), bc) = (a, be).

3.31. Do R 14 mét mién nguyén thod man diéu kién ¢6 UCLN nén ta
gid st d = (a,p). Do p 1 bat kha quy nén d kha nghich hodic d lién
két véi p. Néu d kha nghich thi ta cé a va p nguyén tb cing nhau. Néu
d lién k&t vdéi p thi a chia hét cho p. |
3.32. Ta chi cin ching minh ring néu R 13 vanh thod man diéu kién
c6 UCLN thi moi phan tit bdt kha quy déu 1a nguyén té.

That vay, gia sif p 1a phan tit bt kha quy va p | ab. Vi p 1a bat kha
quy va (a, p) 13 mdt ude cia p nén hoic 1a (a, p) = p ho¥c la (a,p) = 1.
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Tuong tu, ta c6 (b,p) = p hodc (b,p) = 1. Néu (a,p) = 1 va
(b,p) = 1 thi theo Bai tap 3.31, ta ¢6 (ab,p) = 1, mau thudn vdi gia
thiét p | ab. Vay hoac (a.p) = p hodc (b,p) = p, tidc 12 p | @ hodic p | b.
" 3.33. Gi4 st nguoc lai raing p khong chia hét a; véi mois = 1,2, ..., n.
Khi dé theo Bai tap 3.31, (p,a;) = 1 véi moi i, va do d6

(p,ayay...an) =1,

Diéu nay trai véi gid thiét pla,, a,, ..., a,. Vay tdn tai ax sao cho p | ay.

3.34. Gia st a € R,a # 0, khong kha nghich. Xét mo6t day chuyén
gidm nhing udc clia mién nguyén R

a = ay,a5,...,0,, ...

Theo gid thiét day chuyén ndy ding tai phian ti a, ndo dé. Diéu nay
c6 nghia a, 1a mét phan tit bat kha quy, va hon nita né la mét ude
cla a.

3.35. Gia sit a € R,a # 0, khong kha nghich. Néu a 13 phan ti bat
kha quy thi két qua 1a hién nhién. Néu a khéng 1a phan tit bat kha
quy thi a c6 mét udc bat kha quy 1a p, vd a = p;a, véi a; 12 udc thuc
sy cliia a. Tiép tuc 1ap luan nhu trén ta dugc

a=ag = P101,01 = P2Q2,...,An-1 = Pnln,

vdi p; bat kha quy va a; 1a ude thyc sy cha a;_y, (1 = 1,2,...,n). Theo
gia thiét day gidm nhing udc

a = ap, a1, A9, ..., Apy ...
dimg tai phan t1t a,, nho dé. Diéu ndy c6 nghia a,, 1 phan tit bit kha

quy, va ta dudc
a = P1P2---Pmlm

13 sif phan tich cia a thanh tich nhitng nhan tir bat kha quy. Bay gio
gia s\

a=piP2-Pn = (12...qm, (1)
12 hai sit phan tich clla @ thanh tich nhitng nhan tit bat kha quy. Gia
st m < n. T¥ dang thic (1) suy ra

P1|Q1Q2-A~Qm,
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do d6 p; phai 13 udc clia mdt ¢; nao dé. Bing cach danh sb lai cac chi
sbta co thé gia thiét p; | g1 . Do ¢ 1a phan tit bat kh& quy nén ¢ lién
két v6i p; hay q; = u;p;, véi uy|1. Nhu vay

P1P2---Pn = U10142-..0m

Sau khi gian udce cho py ta duge

P2...Pn = U1 q2...0m

Tiép tuc lap luan trén sau hitu han budc ta dude
1 = v UnGnyi1---Gm-

VA gnyy, .oy G 12 nhitng phin tit bit kha.quy nén dang thic nay
khong thé xay ra. Lap luan tuong tit cho trudng hop n < m. Vay ta
c6n = m va ta cé p; lién két véi g; véi mot cach danh sé thich hop
cho céc chi sb.

3.36. Néu a = p1g2...gm 12 syt phéan tich clia @ thanh tich ciia nhimng
nhan t bit kha quy trong vanh R thi m dugc goi 1a dé dai cla sy
phan tich cta a va ky higu bdi l{a).

Xét mot day chuyén gidm nhitng uéc cda vanh nhan tit hoa R,

Q1,082 -, O, ...
Khi dé ta c6 diy giam céic s6 tu nhién:
l(ay),l(az), ..., i an), ...
Hién nhién day nay dimg, va do d6 day trén ciing dimng.

Béy gio ta chitng t6 vanh nhan 6 hod R thod man didu kién c6
UCLN. Gia st a, b 1a hai phan tit tuy y thuoc R. Néu a = 0 hoic néu
b {1 thi (a,b) = b. Néu a,b cing khac khéng va khong kha nghich thi
ching ¢6 cac bidu didn

a=p2.p* , b=pP . pP

trong d6 p;(i = 1,2, ..., n) la nhitng phan tt bit kha quy, d6i mot khac
nhau va o, 5; > 0. Khi d6 ré rang ta cé

(a,b) = p‘f‘...pﬁ" vOi 6; = min(ay, 5;).
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3.37. a) Hién nhién ta cé trudng sé phite C la mdt vanh nhan t hoa.
- Nhung vanh con

ZV=5]={a+b/-5|abeZ}CC

la mién nguyén, khéng phii 13 vinh nhan tt ho4d. Nhan xét ring
a € Z[+/-5] kha nghich khi va chi khi o = +1.

Dé thay cac phuong trinh a? + 56 = 3 va a? + 56> = 7 khong
c6 nghiém nguyén nén N(a) # 3,%# 7 v6i moi o € Z[v/-5]. Gia st
3= ca.f. Khidé

N{a)N(B) = N(3) =9.
Do N{a) # 3, N(8) # 3 nén N(a) = 1 hodac N(3) = 1, nghia la
« = +1 hodc 3 = £1. Vay 3 la phan t bat kha quy.

Tudng ty, ta ching minh dude 7,1 + 2/=5,1 — 2v/—5 cing la
nhitng phan tif bt kha quy.

Trong vanh Z[\/=5] ta cé:

21 = 3.7 = (1'+ 2v/=5)(1 — 2v/-5)

nén Z[y/—5| khong la vanh nhan it hoa.
b) Xét anh xa ¢ : Z[z] — Z{V-5], f(z) — f(/-5). D& thiy » la
toan cAu vanh. Do d6

Z[z)/Kerp = Z[/-5).

Ta ¢6 Z[z| la vanh nhan t1t hoa, song vanh thuong Z{z]/Kerp khéng
phai 1a vinh nhan t hoa (mac di 13 mién nguyén) vi Z[/—5] khong
13 vanh nhan t\t hoa.

3.38. a) Gid sit
flx)=ao+arz+- -+ ayz"

g(z) =byp+ bz + -+ + bpa™
la hai da thic nguyén ban va
flz)g(z) =co+ e+ + Cmpnz™ "

Néu tich nay khéng la da thic nguyén ban thi ton tai mét sb
nguyén t6 p 14 udc chung ciia tas ca cic hé s6 ¢, ¢y, ..., Cuyn. V1 tht cd
cic hé tit cha f(z) khong thé chia hét cho p (do f(z) I nguyén ban)
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nén trong cic hé sb ap,ay, ..., a; s& ¢6 mot hé t dau tién, gid st a;,
khong chia hét cho p.

Tuong tu, gid st b; 13 hé tt dau tién cda q(z khong chia hét cho
p. Khi dé:

Cip = Aoy + - +aiabjp +abj +aibi + -+ aigsbo

Vi ¢4 chia hét cho p, va theo gia thiét, tat ca cac s6 hang cha vé
phai, trit a;b; déu chia hét cho p, nén a;b; phai chia hét cho p. Vip
12 nguyén t6 nén a; hodc b; phai chia hét cho p. Nhung diéu nay da
khong xdy ra. Vay f(z)g(z) 1a da thidc nguyén bén.

b) Ta chitng minh khdng dinh tuong duong: Néu da thic f(z) € Alz]
bat kha quy trong A[x] thi né ciing bat kha quy trong Alz].

That vay, gid st ngugce lai ring da thie f(x) € Alz] kha quy trong
Alz], tiac 1a

f(z) = filz) fa(z),
Vi 1y(2), fa(e) € Ale] va.deg(fs, o) < de().
Ta ¢6 fi(z) = — l( ), (2 =1,2), trong d6 (a;,b;) = 1 va f!(z) la
modt da thite nguyen ban. Tu 46

a,ay

f@) = L2 f1(@) i (0).

Qg q

Gia sit = b1b2 = 6i (g,7) = 1. Khi dé ta cé:

1@ =1 (@) f3(a)

Néu ¢; 12 mot hé tit nao dé cha tich f)(z)f3(x) thi c;q phai chia
hét cho 7, vi f(z) € Alz]. Vi (g,7) = 1 nén r phai chia hét ¢;. Vay r
la mot wdc chung clia cdc hé tif cha tich f(z)fa(z).

Nhung theo ching minh a) thi tich f;(z)f3(z) 1a mot da thic
nguyén ban nén r kha nghich. Do vay r~! € A, tir d6:

f(z) = (rqfi(@))(f (x))

_véi rtqfy(x), f3(z) € Alz] 12 nhing da thiic ¢6 bac nhéd hon bac cia
f(z). Vay f(z) la kha quy trén Alz], trai véi gia thiét.
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3.39. Trudc hét ching ta c6 nhan xét ring:

"Néu f(z) € Z[z] 1a da thae bat khd quy trong Z(z] thi f(z) la
mdt da thitc nguyén bén, déng thai né bat kha quy trong Q[z]".

Ké&t luan thd hai cla nhan xét trén duge suy ra tu Bai tap 3.38.
Bay gio ta gia sit:

f(z) =a, + a1z + ... + a,z" € Z[x]

bat kha quy trong Z[z] nhumng khong nguyén ban. Khi d6 ton tai sb
nguyén duong d > 1 13 udc chung cda cac hé sb a,, a4, ..., a,. Do dé:

f(z) = d.q(z)
véi g(r) € Z[z} 1a da thitc c6 bac bing véi bac cla f(x), do d6 nb
khéng kha nghich.

Mit khac do d 1a s6 nguyén duong lén hon 1 nén d cing khong
kha nghich trong Z[z]. Tit d6 suy ra. f(z) kha quy trong Z[z}, trai gid
thiét. Vay cac két lusin clia nhan xét trén da duge ching minh.

Trd lai bai toan: Do p(z) € Z{z] bat kha quy trong Z[z] nén né
bat kha quy trong Q[z]. V1 vay, theo gid thiét p(z) |f(z).g(z) ta suy
ra trong vanh Qlz}: hodc p(z) | f(z) hodc p(z) | g(z). Khong mét tinh
chét tdng quat, ta cé thé gid st p(z) | f(z), nghia la tdn tai da thuc
g{z) € Q[z] sao cho

f(z) = plz).gz) (1)

Ta biéu dién g(z) dudi dang

o2) = 5.4"()

trong d6 a,b € Z, (a,b) =1 va ¢*(z) € Z[z] la da thic nguyén ban.
Khi dé ta c6:

. b
pe)a'(a) = of(z)  (2)
Gia st f(z) = ¢, + a1+ ... + 2" € Z][z]. Trong ding thite (2), vé
trai 1a da thitc véi hé s6 nguyén, do dé % ciing 1a nhirng sb nguyén

a
véi moi i = 0,1, ...,n. Ké hop v6i gid thiét (a,b) = 1 tasuy raa | ¢,
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v6i moi i = 0,1,...,n. Dt ¢; = a.d;,d; € Z. Tt ding thirc (2) ta suy
Ta:
p(x).q*(z) = bd, + bdyz + ... + bdx" (3).

Theo bai tap 3.38, p(z).q"(z) 1a da thitc nguyén ban, do d6 cac hé
sb bd,, bdy, ..., bd, nguyén tb ciing nhau. Tir d6 suy ra b = 1. Két hgp
v6i ding thitc (2) ta c6:

ap(z)q™(z) = *f(z)

nghia a trong vanh Zz], p(z) 14 udc cha f(z).

3.40. Gid s1t A la vanh Gauss, K 1a trudng cac thuong cia A, f(z) la
da thic khic khong va khong kha nghich cta Afz]. Gia si

f(@) = fi(z)... fu(z)

14 sy phan tich clia f(z) thanh cdc nhan tir bat kha quy trong K|z}
Ta cé: o
file) = £ fr(2)

1

véi f!(z) € Alz] 1a cac da thic nguyén ban. Suy ra
f(z) = %f;(z)...f;(z) véi a,b€ A, (a,b)=1.

Theo Bai tap 3.38, fr(z)...f:(z) la da thic nguyén ban nén b kha
nghich. Do dé f(z) lién két véi af;(z)...fi(z) = p1...pefr (T)... f2(2).

Céac da thiac f*(z) la nguyén ban va bit kha quy trong A[z] nén
chiing 1 cac da thite bat kha quy trong Alz] (theo Bai tap 3.38), con
D1, .--, Pk 12 cAc phan tit bat khi quy clia A nén cing 1A cic phan ti
bat kha quy cia A[z].

Bay gio, gia sit

(@) = pro.pefi(z)- fn(Z) = 1. 0191 (). gm ()

12 hai syt phan tich cha f(z) thanh céc da thifc bat kh& quy trong
Alz]. Khi d6 céc da thie fi(z), g;(z) déu nguyén ban nén cic da thic
fix). fn(2), 91(x)...gm(z) 14 céc da thitc nguyén ban. Suy ra

D1---Pk ~ qr.-.qi
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nén k = [ va p; ~ ¢; (nhic lai ring ~ la ky hiéu chi si lién két cda hai
phan tit). Ta cing c6:

fi(z)- falz) ~ g1(2)..gm(2).

Do fi(z), gj(z) 12 chc da thitc nguyén ban, bat kha quy trong Alz]
nén ciing la cac da thic bat kha quy trong A[z]. Do sy phan tich duy
nhéat cha cac phan tt trong vanh Afz] néntacé n = mva fi(z) ~ g,(z).
Vay Alz] 1a vanh nhan tit hoa.

Két qua sé khéng con ding néu thay gia thiét "vanh Gauss" bang
gid thiét "vanh chinh". Vi du: vanh sé nguyén Z 1a vanh chinh nhung
vanh da thic Z[z] khong phai 1a vanh chinh.

4. Vanh Oclit (Euclide)

4.1. a) Z[\/Q] = {a +bV2 | a,b € Z} 1a mét mién nguyén. Khi dé né
12 mot vanh Oclit cing véi 4nh xa

v:2Z[V2] — N
a+bv/2 v |a® — 2V

b) Z[iv2) = {a + bv/2i | a,b € 2} 1a mién nguyén vi cing véi anh xa

§:2[iv?] - N
a+biv2 ~ a® 4 2%

12 mdt vanh Oclit.
¢) Xét anh xa: ¢ : Z[z] — C, f(z) — f(iv/2). Ta cé

Kery = (22 + 2), Imy = Z[iv2].
Do d6 theo Dinh 1y déng ciu vanh ta cé:
Z[z]/(z* + 2) = Z[iv2].

Theo b) ta ¢6 Z[iv/2] 1a mot vanh Oclit nén Z[z}/(z? + 2) ciing 1a
vanh Oclit.
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d) Trude hét ta c6 nhan xét rang:

2
_{m n v/—11 | m,n € Z va c6 ciing tinh chén, le}

A={2a+b+é\/——11|a,b€Z}

Mit khac, néu a = —Tg + %\/—11 € A thi ta c6

2 11 2
N(a) = |of? = ’HT" eN.

Ta sé ching minh A cing v61 anh xa N : A* - N, a+— N{o) la
mot vanh Oclit.

Néu a | 4 thi N(a) | N(8), do dé6 N(a) < N(B).

Gidstt o,8 € A, 8 # 0. Khi d6 do

a, 8 € Q(v—11) nén % =7+ sv/—11 € Q(v—11).
Gia st n 13 s6 nguyén gan 25 nhat, ta co:
[2s —n| < =

Mat khac véi k = [2r] thi 2r < k < 2r +1. Do d6
2r —kl <1, |2r — (k+1)| < 1.

Trong hai sb k va k + 1 c6 mot sb cung tinh chin, 1& vdi n, ta gol sb
doé la m. Hlén nhlen |2r — m| < 1.

Dat g = §+2\/—1 € A tacéd:a = fgqg+y, vivy=a—fFq€ Ava
N(7) = N(a — fq) = N(ﬁ)N(% ~ q)
— N(B)N ((r - T) +(s— 3)\/~_11)
= NEWN (= 3+ (= nr) < ¥) () + 13?)
15 .

= EN(B) < N(B).
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Vay A 1a vanh Oclit.
4.2. Theo Bai tap 3.13, A 13 mot vanh chinh. Véi mdi s6 hitu ty f'nf €A

déu ton tai duy nhét s6 ty nhién r € N sao cho

™m .m

m _ e

n n

véi (m’,2) = 1. Khi d6 A cung vdi 4nh xa v : A = N, «p(T) =rla
n

mot vanh Oclit.

4.3. Gia sit A 1a mot truong. Khi dé A cung véi 4nh xa

§: A" — N aw— d(a) =ng

vdi ngy 12 mot s6 ty nhién cho trudce, 13 mot vanh Oclit.

4.4. C la vanh Oclit, Z[v/-5] 13 vanh con chita don vi cia C nhung
khong 1a vanh Oclit.

4.5. Néu R/A 1a vanh Oclit thi R/A 13 mién nguyén, do d6 A la idéan
nguyén t6. Nguge lai, néu A 13 idéan nguyén td trong vanh Oclit R
thi A = 0 hoac A t6i dai, do d6 R/A = R hoiac R/A 1a trudng. Trong
¢4 hai truang hgp R/A 1a vanh Oclit.

4.6. Gia sit A 1a mot vanh Oclit v6i 4nh xa Oclit:
0:A* — N

Néu A la mot trudng thi v6i moi z € A” ta c6 1 = zz~ ! Vay
8(1) > 8(x); mat khac 2 = 1.z nén §(x) > 6(1). Tx d6 6(z) = 4(1) voi
moi r € A”.

Bay gis gia s 0 13 mot anh xa hang. D6i véi hai phdn tix =1 vA
y # 0 ta c6 g va r thude A sao cho

l=yq+r

va 6(r) < 8(y) néur # 0. Do § 1aanh xa hang, nén 7 = 0, nghia la moi
y # 0 déu c6 nghich ddo. '

4.7. Dung thuat toan Oclit ta duge (f(z),g(z)) = L.

4.8. (a,b) =3, s= 5. t=4.

4.9. (a.b) =7, s = —72, t = 131.
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4.10. (a,b) =1, s = —(2x +1)/3, t = (2z +2)/3.

4.11. (a,b) =23 +4x -2, s=1,t = —=z.

4.12. (a,b) =22+1, s =1, t =2z + 1.

4.13. (a,b) =1, s=22—z+ 1, t =403 + 2> + 4z + 3.

414. (a,b)=1, s =1, t = —1+2i.

4.15. Z[z] cing v6i anh xa §(f(x)) = deg f(x) v6i méi da thirc khéc 0
khong 1a vanh Oclit, that vay: véi hai phan tit £, 2 € Z{z], khong ton
tal hai da thic g(z), r(z) € Z{z] sao cho:

r = 2.q(x)+ r(r)

trong dé bac cta r(x) bang 0 néu r(z) # 0.

Ta luu ¥ ring Z[z] khéng phai 1a mot vanh chinh nén véi bat ky
dinh nghia nao cta §(f(z)), Z[z] cing khong 1a vanh Oclit.
4.16. Véi moi a + b € Z[i] ta cé: '

Na+b)=a*+0 =1 a=+1,b=0hosica=0,b= %1

Nhu vay N{a + bi) = 1 khi va chi khi a + bi = £1 hodc a + bi = +i.

Gi4 stt a € Zli],a # 0 va N(a) nguyén td trong Z. Gia st @ = 8.5
véi 3, € Z[i). Vi:

N(a) = N(B)N(y) nguyén td6 vd N(a), N(8) > 0 nén ta ¢o
N(a) = 1 hoac N(B) = 1. Theo nhan xét trén ta ¢6 S|l hodc all.
Nghia 13 o bat kha quy va do d6 nguyén tb trong Z[i].

Dao lai khéng ding: 3 nguyén t6 trong Z[i] nhung N(3) = 9 khong
nguyén t6 trong Z.

4.17. a) = b). Gia st R la mét truong. Khi d6 R[] cung véi anh xa:

¢:Rlz] - N
f(x) — deg(f(x))
& moét vanh Oclit.

b) = c). Hién nhién.
c) = a). Xem bai tap 3.15.

4.18. Gia stt tén tai mién nguyén R dé vanh da thic hai dn R[z.y] 1a
mét vanh Oclit. Ta cé:

Rlz]{y} = Rlz,y]
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13 vanh Oclit, theo Bai tap 4.17 ta suy ra R[z] phai la mot trudng.
Tuy nhién dicu nay khong bao gid x4y ra vi phan ti x € R[z] khong
¢O nghich dao.

4.19. Z[z]/(? + 1) = {0.1,x,a,b,c,d. e} trong d6
a=z+1lb=2tc=2’+1,d=z*+zr,e=2>+12+1.

Trong bang céng va nhan ta thay z® bdi 1, 2% béi z, ta dugc:

-0l 1{z|al|b|c|d]e
0(0({0]0O|O(O|0(O]O
1{0l1j{zlalblcidle
z|{0lzlbyjd|l)alc|e
a|0lald|c)c|d|a]O
bl]O[b|1l]c|lx|d|ale
c|0|c|lald|d{alc|0
dlOld{clalalecld!lO
elO0)leje|01e;0]0 ﬂ
+{0|1|lxlalblc|dle
0l10{1|z]alblc|d]|e
11| 0jlalzc|ec|bleld
rlxzlal0)l|{d|lelb]|c
ala|xz|1|0|e|dlc]|bd
bibleld|le|lO|1|x2]|a
clclele|d|1|0]lal|zx
dld|elblelxz|a|0]1
eleldlelblalxz|1]0

Cac udce cua khong trong vanh nay 1a: a.c.d, e. Do d6 vanh nay khéng
14 trudng.

4.20. Tuong ty Bai tap 4.19 véi
Zalo)/(x* + 22 +2) = {0, 1,2, 2,z + 1.2+ 2,27,2x + 1, 2x + 2}.

4.21. (x — V2)(z + V2).
4.22. * 4+ z? + 2 la da thitc bat kha quy trong Zi[z]. Ta c¢6

Zslz)/(2® + 2* + 2) = {ag + a1z + a27° | a; € Zy).
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4.23. ' — 2 1a da thic trong Q[z]. Ta c6
Qm/(I4 -2y ={ag+ayz+ axz® + 0313 | a; € Q} ~ Q[\VE]

4.24. 77 + 472° — 3iz + 1 14 da thic khd quy trong C[z] vi céc da thiic
bat kha quy trong C[x] 1a cac da thic bac nhat.

4.25. r2 — 3 1a da thitc bat khd quy trong Q(v/2)[z]. Ta c6
Q(V2)lz]/(z* - 3) = {ay + arz|a, € Q(V2)} = Q[v2, V3.
4.26. 3% — 413 + 2 1a da thic bt kha quy trong Q[z]. Ta c6
Qlz]/(32° — 42? + 2) = {ap + a1z + a27* + aax® + a4z | a; € Q}.

4.27. Gid st vanh A cing véi anh xa 6 : A* — N 13 mot vanh Oclit.
Khi dé 6(A") c6 thé 13 mét tap hitu han hoac vo han. VI N 13 tap sip
thi tu t6t va 6(A*) 1a mst tap con khac réng clia N nén §(A*) c6 phan
t bé nhét va thita hudng thit tu cha N,

Néu 6(A*) hitu han gdbm m phan tiy

IA™) ={no, My, ..., 1} VO np <y < - < My

ta c6 thé lap mot anh xa 6’ : A* — N nhu saw: §(a) = i néu
5(a) = n;.

Bay gio xét truong hgp tap hop 4(A*) vé han. Do moi bd phan
khac réng cia N déu cé phan tit bé nhit nén 5(A*) 1a day tang cac s6
ty nhién sau day

0(A*) = {ng,ny, .., Mgy ..} VO My < myyy,1=0,1,2, ...

Khi dé ta lap anh xa & : A* — N bing cach dit §'(a) = i néu
d(a) = n,.

Ta ching minh &’ la anh xa Oclit. Gia sit alb, v8i a va b thude A.
Thé thi 8(a) < §(b). Gid sit §(a) = n; va 6(a) = ny, v6in; < ng. Suy
ra ¢ < k va do dé &'(a) < §'(b).

Giasta € A vabc A*. Khi dé ton tai ¢ vh r thudc A sao cho
a=bg+7rvad(r) <b(b) néur #0. Gia sit §(b) = n va néur # 0 c6
8(r) =mny thi ny < ng nénl < k hay 8'(r) < &'(b).

4.28. Vi1 la udc ciia moi phan td trong A* nén 6(1) < §(a) véi moi
a € A*, do d6 (1) 1a phan tit bé nhét trong §(A*).
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Bay git néu u|1 thi 6(u) < §(1), suy ra §(u) = (1) va 1a phan
bé nhat trong §(A").

Dao lai, gid sit u € A* sao cho §(u) < §(a) véimoia € A*. Vi Ala
vanh Oclit nén cho 1 va u ta ¢c6 v va r thude A sao cho:

l=uwv+r

trong dé 6(r) < §{u) néu r # 0. Nhung diéu nay khéng xdy ra vi
4(u) 1& phan tif nhé nhét cla tap 6(A*). Vay r = 0 va do dé u 1a ude
cua 1.

4.29. Gia st A 14 mot vanh Oclit. Theo Bai tap 4.28, ta c6 thé lay
anh xa Oclit 4 cia A sao cho §(A*) la day 0,1,2,...(%) hitu han hay
vd han.

Theo gia thiét cia bai toan, A khong phai 1a mot truong, nén day
(*) c6 it nhéit hai phan ti. Ly = € A" sao cho 6(z) = 1, suy ra
khéng kha nghich. Gia sit y 14 mét phan ti tuy § cha A. Lay y chia
cho r ta dugce

y = zq+ 7, trong d6 6(r) < d(r) = 1 néur # 0.

Do d6 néu r # 0 thi §(r) = 0, nghia 13 r kha nghich. Vay moi phan t
y cna A c6 dang y = zq, hodc y = xq + r véi r kha nghich.

N6i cach khac, moi 18p cia A/(z) c6 mét dai dién hodc bing 0
ho#c kha nghich.

4.30. Trudc hét ta dua hai nhan xét sau:

1+4+2v19
2

1) Néuy=a+b
1419
2

v6i a va b thude Z 13 mat phan tit tuy ¥

thude Z [ ] thi chudn clia y, N(y) = |y|? 12 mot sé ty nhien.

That vay

b\°>  19h2
N(y)=|y|2=(a+§> +T=a2+ab+5b2€N.

Mit khac, néu y 6 phan 4o thi theo cac ddng thic trén N(y) > 5.

1+im}
2

2) Cac phan tit khd nghich ctia Z

¢

la +1. That vay, gia
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stu=a+b

1+ iv/19
2

uv = 1. Thé thi

kha nghich, nghia Ia ton tai phan tit v sao cho:

N(u)N(v) = N(w) = N(1) = L.

Theo nhén xét 1),

b\* 19 .
Nu)y=1= (a + 5) + QT hay (2ab)* + 19b* = 4.
Suy ra b =0 va 4a®> = 4 hay a = +1.

Bay gid ta chitng minh bai todn bing phéan chitg. D& cho gon, ta
dat

1419 1412419
u-——a+bi’— vaA=127Z A = Zu).
2 2

Gid sit A = Z[u] 12 mot vanh Oclit. Ta phai ¢6 z = a + bu sao cho moi
y cia vanh ¢6 dang y = zq hay y = rq £ 1 (theo nhan xét 2).

Trude hét z khong thé khong ¢é phan 4o, vi néu khéng ¢6 phan
40, x sé ¢6 dang £ = m € Z, va mdi y cua vanh sé c6 dang

ma + (mb)u, hodc ma + 1+ (mb)u.

Nhu vay y khong chay khdp Z[u) (vi = khong kha nghich nén m # +1).
Vay z phai ¢6 phan 4o, va do d6 theo nhan xét 1) thi N(x) > 5.

Bay gio ta hay lay y = 2 thé thi 2 = zq hotic 2 = zg + 1.

Néu 2 = zg+ 1 thi 3 = z¢q (1 = zq khéng xay ra vi = khéng
kh& nghich). Tt d6 N(z)N(¢) = 9. Do N(z) > 5 nén N(z) = 9 va
N(q) = 1. Theo nhan xét 1), ¢ = 1 vd v = +3, mau thuin vai khang
dinh r phéai ¢6 phan ao.

Néu 2 = z¢g thi N(z)N(q) = 4. Nhung N(z) > 5 nén trudng hgp
nay khéng xay ra.
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Chuong VI

PHAN TiCH DA THUC
TREN CAC TRUONG SO

1. Phan tich cac da thirc thyc va phire

1.1. Gid st f(z) chia hét cho g(z) trong C[z], nghia la
f(r) = g(2)g(x), @ € C la mdt nghiém cha g(x). Tit g(a) = 0
suy ra f(a) = 0 vd néu o 13 nghiém boi cip k£ > 1 cia g(z) thi
g(z) = (z — a)*h(z). Do dé f(z) = (z — a)*h(z)q(z), nghia 13 « 12
nghiém bdi 16n hon hoic bing & cua f(z).

Dao lai, néu moi nghiém bai cap k, > 1 cla g(z) déu la nghiém
bsi véi cap 18n hon hodc bang k, chia f(x) thi ta co:

9(z) = a.(z - al)kl(x - 012)’C2 co (i — Qn)k”,

fz) = bz =)z — @) (z ~ an)*q(2).

Diéu nay ching t6 f(z) = b.a™?.g(x)q(z). Vay f(z) chia hét cho g(z).
1.2. Da thie g(z) = 2 + £ + 1 ]a mot da thdc bac hai khéng c6
nghiém hitu ty nén né la da thite bat kha quy trén Q[z]. Da thic nay
c6 hai nghiém phic 1a ¢ va €2, 12 hai can nguyén thuy bac ba cva
don vi (vi z° — 1 = (x — 1)g(z)). Mat khac, d& kiém tra ring da thic
flx) = 2% 4+ 347 4 23"*2 cang nhan £ va €2 1am nghiém. Khi dé
theo Bai tap 1.1 ton tai da thie h(z) € C|z] sao cho f(z) = g(z)h(x).
Nhung f(r) va g(z) € Q[z] nén suy ra h(z) € Q[z]. Vay da thic f(z)
chia hét cho da thie g(z).

1.3. Khéng thé dinh nghia duge mot thuat toan chia trong R(z,y]. Va
do d6 khong thé chia 23 + 3zy + y + 4 cho oy + y° + 2.
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1.4. Vi K la mot trudng, f(z) va g(z) nguyén t6 cing nhau nén néu
xem yf(z) + g(z) nhu mot da thitc bac nhat mét an déi véi y thi
yf(z)+g(z) la da thic nguyén bén, do dé bat kha quy trén K|z]. Suy
ra yf(zr) + g(z) bat kha quy trong Klz,y] = K|z][y].
1.5. Trude hét ching ta c6 nhan xét ring: néu ¢ : C — C la mdt anh
xa da thic trén C thi ton tai duy nhét da thitc f(z) € C[z] sao cho
@(a) = f(a) véi moi a € C. St ton tai cua f(z) € Clz] dya theo dinh
nghia ctia 4nh xa da thitc. Bay gid gia st g(z) € C|z] cing thoa man
diéu kién ¢(a) = g(a) véi moi a € C. Khi dé ta c6 f(a) = g(a) véi moi
a € C. D3t h(z) = f(z)—g(z) € C|z]. Néu h(z) khong 13 da thiic O thi
h{z) 1a mot da thic cé bac khong vugt qua max(degf(z),degg(z)).
déng thoi

h(a) = fla) — g(a) =0
v6i moi a € C. Diéu nay khéng thé xay ra vi trong trudng C, mot da
thidc bac n c6 khong qué n nghigm. Vay h(z) 1a da thite khdng, nghia
la f(z) = g(z).
Tir nhan xét trén suy ra ton tai mot song anh gitta tap C[x] va tap
cac anh xa da thie trén C.
b) Ménh dé a) khéng con diing khi thay C bdi mdt trudng K tuy y.
Ching han chon K = Z; thi trén Z,, ton tai hai da thie khic nhau
nhung c6 gia tri dong nhat véi nhau tai moi x € Zs, chdng han hai da
thite: 0 va 2 — 2.

2. Phan tich cac da thirc nguyén va hiru ty

2.1. Do 2 (r,s) = 1, 12 mot nghiém hitu ty cia da thite p(z) véi hé

s6 nguyén nén ta c6: p(z) = (z — i)q(x). Gia stt
S

g(z) =bp 2™ '+ bz + by
trong dé b, € Q. Khi dé:

T r
() = oz + Tbu)™ 4ot (o — bi)z 4 Ty
Do p(z) 12 da thic véi hé sé nguyén nén ta co: Ibo €Z Ma(rs)=1
s

. r r
nén s|bg. Lai do by — ~by € Z, mha by € Z nén —b; € Z suy ra s|b;. Cit
S S
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tiép tuc 1ap luan nhu vay ta duge s|b; véi moi ¢ = 0,1,....n — 1. Do
dé p(x) c6 thé viét lai duge dusi dang:

p(r) = (s = r)g(z)

véi g(r) la da thitc thu duge tit g(z) bang cach chia cic hé sb b, cla
q{x) cho s.
£ r . . 5 - IS
2.2. Néu —, (r,s) = 1, la mdt nghiém clda da thitc nguyén p(z) thi
5
theo Bai tap 2.1. p(z) dugc viét dudi dang p(z) = (s — r)g(x), trong
dé g(z) la da thic véi he sé nguyén. Thay r = 1 vao déng thitc trén
ta dudce p(1) = (s — r)g(1), trong d6 ¢(1) € Z. Do dé6 (r — s) | p(1).
Nhu vay, phan s6 téi gidn r khong thé 1a mot nghiem cia da thite
s
nguyén p(z) tr khi (r — s) | p(1). Do dé dé tim nghiém hdu ty ctia
. ; . .. ., T
mdt da thifc nguyén ta chi can kiém tra cac phan s6 toi gidn —, trong
s

dé r 1a udc cla hé tit t do, s 13 wéc ctia hé tit cao nhét thod man
(r—s) [ p(1).
P ﬁ N - . o 2 6 [ P ES
2.3. Ta ¢6 % la mét nghiém cua da thite 252° — 8. Mat khac néu
da thitc nay ¢6 nghiém hiu ty P thi p 1a udc ca 8 va ¢ la ude cua
q
25. Do d6 cac nghiém hitu ty (néu c¢é) cia da thite nay chi cé thé la

1 1 2 2 4 A4 a2
+1,+2,+4, 28 £ o ko F o, E o i§.i~8~. Song dé kiem
5

5 25 5 25 255 25
tra cac gia tri nay khong phai 1A nghiém cua da thic 2525 — 8. Do dé
V2 la sb vo ty
—= l& A\ Yy
5 Y

2.4. Dathic f(z) = 23 —~3n%z+n3 cé bac 3 nén f(z) bat kha quy trong
Q[z] khi va chi khi n6 khong cé nghiem hitu ty. Gia sit f(z) ¢6 nghiem
3
hitu ty 14 ¢ € Q, nghia 1a ¢® —3n%g+n® = 0. Suy ra: (_‘Z) 3% 1=0
n n
Diéu nay ching to LT mdt nghiém hitu ty cha da thitc z® — 3z + 1.
n

Nhung dé kiém tra da thitc 2° — 32 + 1 khéng c6 nghiém hitu ty nén
didu nay la vo ly. Vay f(z) khéng c6 nghiém hitu ty va do dé ng la
bat kha quy trong Q|z].
2.5. b) Tim nghiém hitu ty cda da thic: 2z° + 322 + 6z ~ 4.

Ta 6 cac udc cua 4 la £1, £2, +4; cic udce cia 2 1a +1, +2. Do d6
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Z ) 1 .
cac nghiém hitu ty (néu c6) cva da thie nay 1a +1, £2, +4. iﬁ' De

14 nghiém.
a). ¢). d). Tuong tu. .

LA

kiém tra. trong sb cic gia tri nay chi cé

2.6. Gia st ngugc lai rang da thic f(z) € Z[z] c6 nghiém nguyén 1a
a trong khi f(0) va f(1) déu la nhitng s6 1&. Do f(0) 12 s6 hang tu do
nén a 13 udc ctia f(0) phai & mot s6 1é. Lai theo diéu kién can trong
Bai tap 2.2 thi o — 1 phai 1a udc cta f(1). Song a — 1 12 s6 chin con
f(1) 1a s6 18 nén diéu nay la vo 1y. Vay f(z) khong c6 nghiém nguyén.
2.7. Gia st 7, 1A nghiém hitu ty clia f(z). Khi dé: az? + bz, + ¢ = 0.
Do d6 (az,)? + b(az,) + ac = 0, nghia la y; = az, 12 nghiém hitu ty
cta tam thite bac hai: g(y) = 3 + by + ac. Hién nhién nghiém hiu ty
v 1a nghiém nguyén va g(y) con cd nghiém thit hai y,. Ta co:

Y1 +ys = —=b vd yiy2 = ac.

Do b,y € Z nén y; = —b—y; € Z. Do d6 abc = —y132(y1 + 42). Vi
trong ba s6 nguyén y. ¥, ¥ + y2 6 it nhat mat sé chdn nén abe chin
va vi viy c6 it nhAt mot trong ba sb a, b, ¢ chin.

2.8. a) Dung tiéu chuan Eisenstein véi p = 3 hodc p = 5.

b) Dung tiéu chuan Eisenstein véi p = 2.

c) Hudng dan: Dat t = z + 1, sau d6 ap dung tiéu chuadn Eisenstein
véip = 3.

d) Hudng dan: Dat z = ¢ + 1, sau d6 &p dung tiéu chuan Eisenstein
véi p = 3.

e) Dat y = z — 3 ta duge

zt — 823 + 1222 — 62 + 3 = y* + 4y® — 6% — 42y — 42
Theo tiéu chuan Eisenstein véi p = 2 suy ra da thitc dn y bét kha quy.
Do dé da thitc 4n z ciing bat kha quy trong Q|z].
2.9. Da thitc nay bat kha quy trong Q[z].
2.10. Da thic nay bat kha quy trong Q[z].
2.11. Da thitc nay bat kha quy trong Q[z].

2.12. Gia sit ngugce lai riang f(z) 1a kha quy, titc 1a f(x) co sy phan
tich thuc sw: f(z) = g(x)h(x) véi g, h € Z[z], 0 < degg, degh < 2n.
Vi f(z) khong c6 nghiém thuc nén g(z), h(z) ciing khéng ¢6 nghiém
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thuc. do dé ching khong déi dau. Gié st g(z) > 0,A(z) > 0 véi moi
z. Vi f(a;) = 1 nén g(a;) = h{a;) = 1 véi moi : = 1,2,....n. Suy ra
bac cia g va h phai bing n (vi néu ¢6 da thitc ndo cé bac bé hon n
thi da thite dé déng nhat bang 1, vé 1y). Vay g(z), h(z) c¢6 dang:

g(z) =1+a(r —a;)(z —az) - (z — an).

f(x) =1+bz —ay)(x —a2) - (z — ay,).

trong dé a.b € Z. So sanh hé s6 cao nhit va hé sb tu do ciia hai vé
cua dang thie f(z) = g(z)h(z) ta dugc ab=1va

14+ (-1)"a;- -an(a+b)+a2---a2=1+a? - -a

Suy ra ab = 1 va a+b = 0. R6 rang la khéng ton tai nhing sb nguyén
nhu vay. Do dé f(z) la da thite bat kha quy.

2.13. Gia sit f(z) = z* + pz® + ¢ ¢6 thé phan tich duge thanh tich
cua hai da thic bac hai:

2t + pr? 4+ g = (2® + ax + m)(2® + bz + n).
Khi dé so sanh hé sb & hai vé ta dudc

a+b=0
m+n+ab=p
an+bm=20

mn = q

Néua=0thib=0va {mJ’":P
mn =g

Khi d6 m va n 14 nghiém cla phudng trinh X2 — pX + ¢ = 0. Phuong
trinh nay cé nghiém hitu ty khi va chi khi p? — 44 1a binh phuong cia
mot sé hitu ty.

a=-b

Néuag#0thhm=nvAa<2n—a’=p

n?=gq
Vi a va n la nhitng sé hitu t§ nén ¢ va 2,/g — p phai la binh phuong
ciia nhitng s6 hitu ty.
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T cdc két qua trén suy ra rang da thic z* + px? + g la bat kha
quy trong Q] khi va chi khi ¢, p? — 4¢ vh 2,/ — p khong phai 1 binh
phigng cta nhitng sé hitu ty.

2.14. a) 2* —y* = (z — ) (&* + 2y + 47).

b) 2t — y? = (2% — y)(z® + y). )

o) #® =y = (x = y)(x +y)(@® + 7y +y*)(2® — 2y + 7).

d) 27 + 203y + 322 + 9y = y(22® + 9) + =7 + 322, trong 46 22° + 9
va r7 + 3z? 13 nguyén t6 ciing nhau nén ap dyng Bai tap 1.4 ta duge
da. thitc da cho 1& bt khi quy.

2.15. Ta ¢6 y la phan ti nguyén t6 trong Qy] vi Qy]/(y) = Q. Xét
da thite 2% + 3r%% + 2%y + xy* + Ty + y? xem nhu 13 da thic 4n
x 14y hé tt trong Q[y]. Da thitc nay thod man ticu chuin Eisenstein
déi véi phan tit nguyén té y nén né la da thitc bit kha quy trong
Qlyllz] = Qly, 7] = Qz, 4.

2.16. Gia st f(x) = w(z)o(r), u(x),v(z) € Z[r]. Khi db ta cé:

f(x) = u(x)v(x), véi ulr),v(z) € Zfx].

Do degf = degf nén degu = degiz va degy = degb.

Néu f(x) bat kha quy trong Z,(z] thi %(z) hodic T(r) la phan tit
kha nghich trong Z,[z}, chang han u(z) € Z,(z],@(z) # 0. Thé thi
degu = degi = 0, nghia la u(x) € Z*, va do d6 kha nghich trong Q.
Vay f(x) bat kha quy trén Q.

2.17. Ta ¢6 anh cta da thic f(z) = «* — 152° + 7 trong Z,[x] 1a
7(1) = z* + 73 + 1. Da thitc ndy khéng ¢6 nghiém trong Z,. Bdi vay
néu f(x) kha quy trén Z, thi né phai cé dang

flz) = (* + az + b)(z* + cx + d).
Déng nhit cdc hé s6 clia cac da thic 3 hai vé ta ditge
at+c=lac+b+d=0ad+bc=0,bd=1.

Dobd=1nénb=d=1suyraa+c=1vaa+ec=90 Dieuvoly
nay ching t6 f(z) la bat kha quy trén Z, va do dé f(z) bat kha quy
trén Q.

2.18. a) Néu ¢ € Q la nghiém cfia p(z) thi ¢ € Z vi hé s6 cao nhét cla

s | ,
p(x) bang 1. Nhung do ¢® - 3¢+ 1 =0 nén ¢ — 3 = —~. Hién nhién,
P
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khéng c6 sb nguyén ¢ nao thod man quan hé d6. Vay p(z) khéng c6
nghiém trong Q va do bac cia p(z) bang 3 nén p(z) bit kha quy trén
trusng Q.

Chi can vé db thi cia ham sb y = 7° ~ 3z + 1 ta thay p(z) c6 ba
nghiém thrre.
b) Taco c(3—c?)=1va(c+2)(2—2c+1)=1.
¢) Gia sit f(c)g(c) € 24, véi f(z), g(z) € Z[z]. Theo phép chia vdi du,

f(z)g(z) = p(x)q(z) + () (1)

T d6 f(c)g(c) = r{c) € 2A, béi vay r(z) € 2Z[z]. Lay cac heé s6 cla
cac da thice trong hé thite (1) theo m6dun 2 ta duge

f(z)g(e) = pla)a(z) (2)
Hién nhién 7(z) bat kha quy trong Z,. B4 vay tit (2) suy ra f(z) hoac
g(z) chia hét cho p(x), ching han f(z). Khi dé

f(z) = p(z)q'(z) + r'(z), véi ' (z) € 2Z|z].
Tu do, f(c) = 7'(c) € 2A.

3. Phan tich da thitc trén trucdng hitu han

3.1. £ + 7 + 1 13 da thic bat kha quy bac 2 duy nhét trén Z,.
3.2. 22 + 3z + 4.
3.3. 22 + 2.

3.4. Gid st f,g € L, dugc cho bdi cong thic f(z) = az + b va -
g(z) = a'z + b, trong dé a,a’ # 0. Khidé go f: Z, — Z, dugce cho
bdi (go f)(z) = g(f(z)) = glaz+b) = d'(az +b)+ bV = ad'z+a'b+ ¥,
trong d6 aa',a’b+ b € Z,.aa’ # 0. Do d6 go f 1a mot ham tuyén tinh
tt Zp — Z,. Hay go f € Ly,.

Ham déng nhéat id : Z, — Z,, z — lz + 0 la phan tf don vi cia
phép toan hgp thanh.

Véi mdi f € L,, f(z) = ar + b thi f c6 nghich ddo l1a phan ti
f:Z2,—2Z, f'(z) = d’r+¥, trong dé a’ 1a nghich déo cla a trong
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Z, (do Z, }a mot trudng), con b’ = —a’b. Vay (L,. o) la mot nhom.
Hon nita, mdi phan ti f € L, hoan toan dudc xac dinh bdi cong
thite f(z) = az + b, v8i a,b € Z,,a # 0. Do d6 a nhan p — 1 gié tri,
con b nhan p gia tri nén L, ¢6 (p — 1)p phan ti, hay L, 1a nhém ¢
cip p(p — 1).
3.5. Do p la mot sb nguyén t6 nén (Z;, ) la mét nhém cép p — 1. Do
dé véi moi @ € Z; ta c6: aP7' = 1, hay la: 2! — 1 = 0. Vay moi
r =7 € Z; la nghidm ciia da thite z"7' — 1.
Theo ching minh trén thi da thitc r»~! — 1 ¢6 p — 1 nghiém la
1,2,...,p— 1. Do p la s6 nguyén t6 nén Z, la mét truong. Vi vay da
thitc 277! — 1 bac p — 1 ¢6 ding p — 1 nghiém nhu trén. Do dé:

' 1=(x—-1)(z—-2)...(x—p+1)
3.6. Gia sit n 13 s6 nguyén té. Khi d6, theo Bai tap 3.5 ta ¢6:
" -1=-D)(z-2)...(z—n+1) (modn) (%)
Thay £ = 0 vao dang thic (*) ta thu dugc:
(1 — 1) = —1(modn).
Nguoc lai, gia st (n — 1)! = —1 (modn). Ta chimg minh n la sb
nguyén t6. That vay, néu n la hogp s6 thi tén tai hai sb

a.b € {2,3.....,n — 1} sao cho a.b = n, nghia 12 ab = 0 (modn).
Do dé: (n— 1) =1.2...(n — 1) = 0 (modn), trai vdi gia thiét.
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